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Описание ПО.

Пакет программ для оценки численности населения и продолжительности жизни в престарелом возрасте в условиях искажений в исходных данных
Реферат

Пакет программ предназначен для анализа демографической статистики смертности и численности населения в старших возрастах. Одной из ключевых проблем анализа численности населения и продолжительности жизни является наличие искажений возраста таких как завышение возраста или возрастная аккумуляция (округление возраста). Для работы с подобными данными по смертности имеются традиционные модели Хориучи-Коула [1] и Митры [11], а также метод экстраполяции. Однако, первые два метода не применимы к населениям с неравновесной (нестабильной) возрастной структурой населения, нестабильны в расчетах, а последний метод нестабилен и обладает такими же по порядку значений ошибками, что и традиционная модель таблицы дожития, в которой продолжительность жизни в старшем возрасте (открытом возрастном интервале) рассчитывается без поправок на отклонение от стационарной возрастной структуры населения [5, 6]. 
Для преодоления указанных проблем, автором в рамках гранта РФФИ (проект 18-01-00289) был разработан ряд моделей и методов, уточняющих и развивающих известные методы, а также принципиально новых. Описываемый пакет ПО реализует известные и вновь разработанные методы в виде прикладных программ на языке программирования R [14]. Далее дается краткое описание моделей и методов, реализованных в виде ПО. Для работы алгоритмов необходимы исходные данные по численности населения и коэффициентам смертности по однолетним возрастным интервалам вплоть до возраста x=a-1 лет, а также такие же сведения агрегированные по всему открытому возрастному интервалу x>a лет и среднегодовой темп роста r численности населения в открытом возрастном интервале за некоторый период времени (рекомендуется период времени длиной 10-20 лет).
1. Модель Хориучи-Коула

В методе Хориучи-Коула, опиравшемся на модель стабильного населения со стабильной возрастной структурой и постоянным темпом изменения численности населения, ожидаемая продолжительность жизни после достижения возраста a лет оценивается по формуле:
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 - агрегированный коэффициент смертности в открытом возрастном интервале a лет и старше, r – темп изменения численности населения, [image: image6.png]


 и [image: image8.png]


 – параметры модели (числовые значения параметров доступны в [1] и [4]). 

Листинг ПО для модели (1)
HorCoal<-function(M, r, a){

 Alfas<-c(rep(1, 55), rep(1.1, 5), rep(1.2, 5), rep(1.4, 46))[a+1]

 Betas<-c(rep(0.2827, 55), rep(0.2068, 5), rep(0.1565, 5), rep(0.0951, 46))[a+1]

 return((1/M)*exp(-Betas*r*(ea.class^Alfas)))

}
2. Модель Митры

Митра предложил свои модель и метод корректировки традиционной оценки продолжительности жизни в открытом возрастном интервале:
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 – дополнительный параметр модели, равный среднему возрасту населения (как и в модели Хориучи-Коула предполагаемого стабильным) в открытом возрастном интервале. Как отмечено в литературе, использование среднего возраста населения в модели Митры может быть проблематичным в условиях завышения и иных искажения возраста. Для решения этой проблемы, автором разработана вспомогательная регрессионная модель, увязывающая средний возраст населения с показателями роста численности и смертности в открытом возрастном интервале:
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 – коэффициенты регрессии, которые можно оценить как по международным базам данных [напр., 15], так и – что рекомендуется – по населениям, близким по демографической истории к исследуемому.
Листинг ПО для модели Митры:

Mitra<-function(M, r, a, sex="Total", Xa=NA){ 

 if(is.na(Xa)) Xa=Xa_regr(M, r, a, sex=sex) 

 return((1/M)*exp(-r*(1/M-(1+r/M)*(Xa-a))))

}

Xa_regr<-function(M, r=0, a=75, sex="Total"){

 param=HCM_param[HCM_param$Sex==sex, c("a", "C", "k1", "k2")] 
 n<-length(param$a)

 C<-approx(param$a, param$C, n=n, a)$y

 k1<-approx(param$a, param$k1, n=n, a)$y

 k2<-approx(param$a, param$k2, n=n, a)$y

 return(C+k1/M+k2*r/M)

}

Здесь HCM_param – таблица данных R (data frame), содержащая коэффициенты регрессии (3) с полями “sex” (пол), "a" (возраст), "C", "k1", и "k2".
3. Экстраполяционная модель

Модель экстраполяции коэффициентов смертности в старшие возраста опирается на известную параметрическую модель смертности Гомпертца (и ее версии с непрерывной или ступенчатой кривой смертности в возрасте a – регулируется параметром “jumpOff” в ПО ниже) [7, 9].
Листинг ПО для экстраполяционной модели.
mxExtend<-function(xScale, mx, xNewOpen=110, xFrame=20, mxMax=1, jumpOff=FALSE){

 openInterval<-min(match(NA, c(mx, NA))-1, length(mx)-match(T, mx[length(mx):1]>0)+1)

 xScale<-xScale[1:openInterval] #REMOVE data beyond the last NA

 mx<-mx[1:openInterval]

 if (xNewOpen<=xScale[length(xScale)]) return (mx)

 xMax<-max(xScale[-length(xScale)])

 xMin<-max(min(xScale), xMax-xFrame+1)

 xRange<-xScale[xScale>=xMin & xScale<=xMax]

 LogmxRange<-log(mx[xScale>=xMin & xScale<=xMax])

 LogmxRange<-ifelse(LogmxRange==-Inf, NA, LogmxRange) #to avoid regr error when mx==0

 xExtend<-c(seq(xScale[length(xScale)], xNewOpen-1, xScale[length(xScale)]-xMax), xNewOpen)

 LogmxModel<-lm(LogmxRange~xRange)

 jumOffLogmx<-ifelse(jumpOff==TRUE, coef(LogmxModel)[1]+coef(LogmxModel)[2]*xMax, log(mx[xScale==xMax]))

 mxNew<-pmin(mxMax, c(mx[-length(mx)], exp(jumOffLogmx+coef(LogmxModel)[2]*(xExtend-xMax))))

 #Output<-data.frame(xNewScale=c(xScale, xExtend), mxNew=mxNew)

 return(mxNew) }
4. Модель условной экстраполяции

Модель условной экстраполяции, предложенная автором [4], уточняет результаты экстраполяции коэффициентов смертности с помощью известных параметрических моделей за счет дополнительного ограничения экстраполируемых коэффициентов смертности с помощью заданной величины ожидаемой предстоящей продолжительности жизни в возрасте a лет (ea). Модель позволяет восстановить всю картину смертности в старших возрастах, а также – на основе модели стабильного населения или с помощью демографического прогноза [13, 17, 19] – распределение численности населения по возрасту. ПО модели включает дополнительные процедуры, реализующие альтернативные аналитические модели смертности в старших возрастах (Гомпертца, Каннисто, с или без фоновой смертности).
Листинг ПО для модели условной экстраполяции:

В приведенном ПО, традиционной безусловной экстраполяции соответствует выбор параметра ea=NA.

 GompertzModel<-list(name="Gompertz", 
 const=F,  Mx=function(param, x) exp(param[1]+param[2]*x), 
 incrMx=function(b, x) exp(b*x), 
 start=list(a=log(0.0001), b=0.1), # defaults of xmin/xmax 

 lower=list(a=log(0.000000001), b=0), # also define if these parameters are to be supplied

 upper=list(a=log(1), b=1), # to the optimization'

 transf_to_origMx=function(trMx) exp(trMx), 
 orig_to_transfMx=function(mx) log(mx) )

 KannistoModel<-list(name="Kannisto", 
 const=F,  Mx=function(param, x) 1/(1+exp(-(param[1]+param[2]*x))), 
 start=list(a=log(0.0001), b=0.1), # defaults of xmin/xmax 

 lower=list(a=log(0.000000001), b=0), # also define if these parameters are to be supplied

 upper=list(a=log(1), b=1), # to the optimization'

 transf_to_origMx=function(trMx) 1/(1+exp(-trMx)), 
 orig_to_transfMx=function(mx) log(mx/(1-mx)) )

 GompertzMakehamModel<-list(name="Gompertz-Makeham", 
 const=T,  Mx=function(param, x) param[3]+exp(param[1]+param[2]*x), 
 start=list(a=log(0.0001), b=0.1, c=0), # defaults of xmin/xmax 

 lower=list(a=log(0.000000001), b=0, c=0), # also define if these parameters are to be supplied

 upper=list(a=log(1), b=1, c=1), # to the optimization'

 transf_to_origMx=function(trMx) exp(trMx), 
 orig_to_transfMx=function(mx) log(mx) )

 KannistoFullModel<-list(name="Kannisto.Full", 
 const=T,  Mx=function(param, x) param[3]+1/(1+exp(-(param[1]+param[2]*x))), 
 start=list(a=log(0.0001), b=0.1, c=0), lower=list(a=log(0.000000001), b=0, c=0), upper=list(a=log(1), b=1, c=1), transf_to_origMx=function(trMx) 1/(1+exp(-trMx)),  orig_to_transfMx=function(mx) log(mx/(1-mx)) )
mxExtendPro<-function(mx, xScale=0:(length(mx)-1), xNewOpen=110, xFrame=20, mxMax=1, jumpOff=FALSE, model=KannistoModel, ea=NA) {openInterval<-min(match(NA, c(mx, NA))-1, length(mx)-match(T, mx[length(mx):1]>0)+1)

 xScale<-xScale[1:openInterval] 

 mx<-mx[1:openInterval]

 if (xNewOpen<=xScale[length(xScale)]) return (mx)

 xMax<-max(xScale[-length(xScale)])

 xMin<-max(min(xScale), xMax-xFrame+1)

 xRange<-xScale[xScale>=xMin & xScale<=xMax]

 xExtend<-c(seq(xScale[length(xScale)], xNewOpen-1, xScale[length(xScale)]-xMax), xNewOpen)

 mxRange<-mx[xScale>=xMin & xScale<=xMax]

fitModel<-function(const=0, mxRange=mxRange, xRange=xRange, model=model){

 mxRange<-pmax(0, mxRange-const)

 transform_mxRange<-model$orig_to_transfMx(mxRange)

 transform_mxRange<-ifelse(transform_mxRange==Inf, NA, ifelse(transform_mxRange==-Inf, NA, transform_mxRange)) #to avoid regr error when transfrom_mx==+-inf

 transform_mxModel<-lm(transform_mxRange~xRange)

 return(c(coef(transform_mxModel), const=const, devn=deviance(transform_mxModel))) }

 fitModelZ<-function (backgrMx=0) return (fitModel(backgrMx, mxRange, xRange, model)[4])

 BackgroundMx<-ifelse(!model$const, BackgroundMx<-0, tryCatch({optimize(f=fitModelZ, interval=c(0, min(mxRange)))$minimum}, error=function(e) {0}))

 coeffs_lm<-fitModel(BackgroundMx, mxRange, xRange, model)

 jumpOff_transfMx<-ifelse(jumpOff==TRUE, coeffs_lm[1]+coeffs_lm[2]*xMax, model$orig_to_transfMx(mx[xScale==xMax]-BackgroundMx)) 

 if(is.na(ea)) rate<-coeffs_lm[2] else { matchZ<-function(rate, a, x, ea) {return((ea-LTcalc(mx=pmin(mxMax, model$Mx(c(a, rate, BackgroundMx), x)), a0=0.5)$ex[2])^2)}

 rate<-tryCatch({optimize(f=matchZ, interval=unlist(c(model$lower[2], model$upper[2])), 
 a=jumpOff_transfMx, x=0:(110-xMax), ea=ea, tol=1e-7)$minimum}, error=function(e) {NA})}

 mx_extend<-BackgroundMx+model$transf_to_origMx(jumpOff_transfMx+rate*(xExtend-xMax)) 

 mxNew<-pmin(mxMax, c(mx[-length(mx)], mx_extend))

 return(mxNew) }
5. Комбинированная модель

На основе проведенного эмпирического и теоретического анализа [5, 6], для стабилизации оценок по модели Митры, автором предложено комбинировать ее с классической моделью таблицы дожития:
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Листинг ПО для комбинированной модели.

CombModel<-function(M, r, a, sex="Total", Xa=NA){ ea.class<-1/M
 if(is.na(Xa)) Xa=Xa_regr(ea.class, r, a, sex=sex) 

 return(ea.class*min(1, exp(-r*(ea.class-(1+r*ea.class)*(Xa-a)))))}
6. Регрессионная модель

Для оценки продолжительности жизни в условиях отклонения возрастной структуры населения от равновесной (стабильной), автором предложена регрессионная модель одного из двух типов [20]:
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где [image: image24.png]


 – возраст, [image: image26.png]


 – ожидаемая продолжительность жизни в возрасте а лет, [image: image28.png]


 – возрастной коэффициент смертности, ‘Sex’ и ‘Period’ – качественные (категоричные) переменные пола и календарного периода, [image: image30.png]


 – параметры модели, [image: image32.png]


 – статистическая ошибка.

Листинг регрессионных моделей (с использованием стандартной функции линейной регрессии lm() в R):
ExModel1<-lm(log(ex)~log(Mx)+Mx+I(Mx^2)+a+I(a^2)+Sex, data=DB)

ExModel1<-lm(log(ex)~log(Mx)+Mx+I(Mx^2)+a+I(a^2)+Sex+Year, data=DB)

Здесь “DB” – таблица данных R, содержащая поля со значениями переменных, использованных в моделях (5), (6) – желательно, по населениям, сходным по демографической динамике с изучаемым.
7. Итеративная модель стабильного населения (с экзогенным параметром роста)

В стационарном населении, плотность численности населения в возрасте [image: image34.png]


 лет дается простым выражением [image: image36.png]


, где [image: image38.png]


 – функция дожития от рождения до возраста [image: image40.png]


 лет [2, 12, 13, 16–18]. Ввиду того, что гипотеза стационарности неадекватна возрастной структуре реального населения, в работах Хориучи-Коула и Митры использовалось предположение о стабильности возрастной структуры населения [10, 13, 16, 17]: [image: image42.png]


, на основе которого, с помощью разных аналитических приемов и статистических методов, были выведены соотношения (1) и (2). Однако, даже модель стабильного населения не адекватна возрастной структуре населения в современный период (за исключением некоторых развивающихся стран), поскольку переменные уровни рождаемости и смертности, а также миграция и резкие возмущения режима воспроизводства населения (например, войнами, экономическими кризисами и последующими компенсаторными процессами) отражаются в возрастной структуре престарелого населения. В проекте предполагается разработка модели продолжительности жизни в старшем возрасте в условиях отклонения возрастной структуры населения от структуры как стационарного (5), так и стабильного (6) населений. В основе соответствующей модели предполагается использовать допущение Хориучи-Коула и Митры о том, что искажения возраста ограничены открытым возрастным интервалом, но отказаться от допущений (5), (6) и рассмотреть население произвольной структуры. В таком случае, наблюдаемый коэффициент смертности в открытом возрастном интервале дается выражением:
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где [image: image46.png]


 – максимальное значение возраста, а точное значение ожидаемой продолжительности жизни в открытом возрастном интервале равно:
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, (8)
где последние два множителя дают поправочный коэффициент к классической оценке продолжительности жизни (2), который зависит от возрастной структуры (но не абсолютных значений) коэффициентов смертности, функции дожития и численности населения. Идея метода заключается в том, чтобы оценивать и уточнять поправочный коэффициент в (8) в итерационной процедуре, где оценка продолжительности жизни на очередном этапе используется для оценивания, на следующем этапе, структуры коэффициентов смертности и дожития с помощью метода условной экстраполяции [4], что, в свою очередь, позволяет оценить структуру населения с помощью метода передвижки [13, 16, 17, 19] в предположении отсутствия миграции в престарелом возрасте:
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 – численность населения (плотность численности в непрерывной модели) возраста х лет в момент времени t. Уточнив все показатели, входящие в поправочный коэффициент в (8), можно пересчитать показатель ожидаемой продолжительности жизни при рождении и повторить итерационную процедуру. Для инициации итерационного процесса, можно использовать оценки продолжительности жизни (1)-(3) либо по Модели 1. Итерационный метод представляется перспективным для населений с ненадежной демографической статистикой в старших возрастах в свете высокой точности метода условной экстраполяции и незначительного вклада миграции в старших возрастных группах.
ПО для модели стабильного населения с экзогенным параметром роста содержит три основные компоненты: процедура расчета поправочного коэффициента в (8) для стабильного населения (K.stab), вспомогательной процедуры оптимизации делением отрезка пополам (ea.stab.mediation) и основной процедуры подбора оптимальных параметров модели (ea.stab.iter).
Листинг ПО для модели стабильного населения с экзогенным параметром роста:
K.stab<-function(mx, r, a, Px=NA, mode="linear", rLx.tol=1e-5, step=1, step0=1) { #stable population correction coefficient for the open age interval's life expectancy from the death rate
 firstNA<-match(NA, c(mx, NA))-1

 openInterval<-firstNA-match(TRUE, mx[firstNA:1]>0)+1

 mx<-mx[1:openInterval]

 lt<-LTcalc(mx, step=step, step0=step0)

 x.open<-lt$x[lt$x>=a]

 OpenAge<-max(x.open)

 lx<-lt$lx[lt$x>=a]

 px<-lt$px[lt$x>=a]

 qx<-lt$qx[lt$x>=a]

 Lx<-lt$Lx[lt$x>=a]

 ax<-lt$ax[lt$x>=a]

 Mx<-lt$Mx[lt$x>=a] 

 if(abs(r)<rLx.tol) mode<-"Lx" if(mode=="exponential") Px.open<-lx*exp(-r*(x.open-a))*c((1-exp(-(r+Mx)))[x.open!=OpenAge], 1)/(r+Mx) else if(mode=="Lx") Px.open<-Lx*exp(-r*(x.open+ax-a)) else Px.open<-exp(-r*(x.open-a))*lx/r*c((1-px*exp(-r)-qx*(1-exp(-r))/r)[x.open!=OpenAge], r/(r+Mx[x.open==OpenAge])) 
 Dx.open<-Mx*Px.open

 return(K=lt$ex[lt$x==a]*sum(Dx.open)/sum(Px.open))}
ea.stab.mediation<-function(M, M.prev=M, r=0, a=75, K=1, tolerance=1e-5, jumpOff=F){

 ea<-K/M

 change<-50

 while(change>=tolerance){

 mx.ext<-mxExtendPro(mx=c(rep(0, a-1), M.prev, M), ea=ea, jumpOff=jumpOff)

 K<-K.stab(mx.ext, r, a)

 ea.next<-K/M

 if (ea.next>=ea) ea<-ea+min(change, ea.next-ea) else ea<-ea-min(change, ea-ea.next)

 change<-change/2

 } return(ea)}
ea.stab.iter<-function(M, M.prev=M, r=0, a=75, K=1, tolerance=1e-5, cycles.limit=100, jumpOff=F){ ea<-K/M

 change<-tolerance*10

 cycles<-0

 while(change>=tolerance){

 K.prev<-K

 ea.prev<-ea

 change.prev<-change

 mx.ext<-mxExtendPro(mx=c(rep(0, a-1), M.prev, M), ea=ea)

 K<-K.stab(mx.ext, r, a)

 ea<-K/M

 change<-abs(ea-ea.prev)

 cycles<-cycles+1

 if (change==change.prev|cycles>cycles.limit) return(ea=ea.stab.mediation(M=M, M.prev=M.prev, r=r, a=a, K=K, 
 tolerance=tolerance, jumpOff=jumpOff)) } return(ea)}
8. Итеративная модель стабильного населения (с эндогенным параметром роста)
Даная модель в целом сходна с моделью стабильного населения с экзогенным параметром роста, но принципиальное отличие заключается в том, что параметр роста населения (r) задается не как внешний параметр, а подбирается в рамках самой модели с тем, чтобы выполнить дополнительно накладываемое ограничение, отражающее возрастную структуру населения в открытом возрастном интервале. А именно, параметр роста подбирается так, чтобы соотношение между численностью населения в открытом возрастном интервале и в возрастном интервале длины 10 лет, предшествующем открытому (Px.open/Px.10a) равнялось эмпирическому соотношению. 
Листинг ПО для модели стабильного населения с эндогенным параметром роста:
ea.stab.r.iter<-function(mx, Px, a=75, r=0, K=1, tolerance=1e-6, cycles.limit=100, 
 xNewOpen=110, mode="linear", rLx.tol=1e-5, jumpOff=F){ Px.open<-sum(Px[-(1:a)], na.rm=T)

 if(Px.open==0){

 Px.stab=c(Px[1:a], rep(0, xNewOpen-a+1))

 mx.ext<-mxExtendPro(mx, xNewOpen=xNewOpen, jumpOff=jumpOff)

 return(list(r=NA, ea=LTcalc(mx.ext)$ex[a+1], Px.stab=Px.stab, mx.ext=mx.ext))}

 Px.10a<-sum(Px[(a-9):a])

 Px.10a.ratio<-Px.open/Px.10a

 M<-sum(mx[-(1:a)]*Px[-(1:a)], na.rm=T)/Px.open

 M.prev<-mx[a]

 pRatio<-function(r){

 mx.ext<-mxExtendPro(mx=c(mx[1:a], M), xNewOpen=xNewOpen, 
 ea=ea.stab.iter(M, M.prev, r=r, a=a, K=K, tolerance=tolerance, cycles.limit=cycles.limit), 
 jumpOff=jumpOff)

 lt<-LTcalc(mx.ext) 
 x<-lt$x

 OpenAge<-max(x)

 lx<-lt$lx

 px<-lt$px

 qx<-lt$qx

 Lx<-lt$Lx

 ax<-lt$ax

 Mx<-lt$Mx

 if(abs(r)<rLx.tol) mode<-"Lx"

 if(mode=="exponential") Px.stab<-lx*exp(-r*(x-a))*c((1-exp(-(r+Mx)))[x!=OpenAge], 1)/(r+Mx) else if(mode=="Lx") Px.stab<-Lx*exp(-r*(x+ax-a)) else Px.stab<-exp(-r*(x-a))*lx/r*c((1-px*exp(-r)-qx*(1-exp(-r))/r)[x!=OpenAge], r/(r+Mx[x==OpenAge]))
 Px.stab.open<-sum(Px.stab[-(1:a)])

 Px.stab.10a<-sum(Px.stab[(a-9):a])

 Px.stab.10a.ratio<-Px.stab.open/Px.stab.10a

 return(list(ratio=Px.stab.10a.ratio, Px.stab=Px.stab, mx.ext=mx.ext))}

 Z<-function(r) return ((pRatio(r)$ratio-Px.10a.ratio)^2)

 o<-optimize(Z, interval=c(-0.1, 0.1))

 optModel<-pRatio(o$minimum)

 Px.stab<-optModel$Px.stab

 Px.stab=c(Px[1:a], (Px.open*Px.stab/sum(Px.stab[-(1:a)]))[-(1:a)])

 mx.ext<-optModel$mx.ext

 return(list(r=o$minimum, ea=ea.stab.iter(M, M.prev, r=o$minimum, a=a), Px.stab=Px.stab, mx.ext=mx.ext))}
9. Итеративная модель на основе робастной модели ретроспективного прогноза
В данной модели снято предположение о стабильности возрастной структуры населения, и расчет ведется на основе общего соотношения (8), где возрастная структура населения в открытом возрастном интервале восстанавливается методом робастного обратного прогноза [3], причем, показатели рождаемости, используемые в таком прогнозе моделируются с помощью бета-модели рождаемости [8], которая реализована в виде отдельной вспомогательной процедуры. В модели рождаемости использованы авторские регрессионные соотношения между уровнем рождаемости (tf, суммарный коэффициент рождаемости) и показателями распределения рождаемости по возрасту матери:
sdab=4.42+0.55*tf (станд. отклонение возраста матери при рождении ребенка)

mab=26.4+0.63*tf (средний возраст матери при рождении ребенка).
Кроме того, разработаны вспомогательные процедуры для обратного прогноза (BackProj), подбор показателя продолжительности жизни методом деления отрезка пополам ри заданном профиле рождаемости (ea.backproj.mediation), расчет по заданному к-ту суммарной рождаемости (ea.backproj.iter) и одновременный подбор показателей рождаемости и продолжительности жизни (ea.backproj.tf.iter).
Листинг ПО для модели на основе робастной модели ретроспективного прогноза:
Beta <- function(x=12:60, Amin=12, Amax=56, xmin=16, xmax=60, a=-1, b=-1, mab=-1, sdab=-1, tf=-1) { 
if(sdab<0) sdab=ifelse(tf<0, 4.42+0.55*2, 4.42+0.55*tf)
if(mab<0) mab=ifelse(tf<0, 26.4+0.63*2, 26.4+0.63*tf) 
if(tf<0) tf=ifelse(tf<0, 1, tf) #default scaling: tf="1"

 b<-ifelse(b<0, 
 ifelse(a<0, ((mab-xmin)*(xmax-mab)/(sdab^2)-1)*(xmax-mab)/(xmax-xmin), 
 a*(xmax-mab)/(mab-xmin)), b)

 a<-ifelse(a<0, b*(mab-xmin)/(xmax-mab), a)

 fx<-ifelse((x<Amin|x>Amax), 0, ((x-xmin)^(a-1))*((xmax-x)^(b-1)))

 sum<-sum((((Amin:(Amax-1)+0.5)-xmin)^(a-1))*((xmax-(Amin:(Amax-1)+0.5))^(b-1)))

 return(tf*fx/sum)}
BackProj<-function(Px, Lx, fx, a, xNewOpen=length(Lx)-1, l0=100000, jump=F, jumpdecay=log(10)/27, tempo=0, A=135){  ea<-sum(Lx[-(1:(a-2))])/(0.5*(Lx[a-2]+Lx[a-1]))

 ea_1<-sum(Lx[-(1:(a-3))])/(0.5*(Lx[a-3]+Lx[a-2]))

 dea<-ea-ea_1

 k=1-tempo/(-(A-a)*dea-ea)

 Lx<-Lx/l0

 Lxc<-matrix(rep(Lx, (xNewOpen+1)), nrow = length(Lx))

 xmin.compr<-1

 x<-0:(length(Lx)-1)

 x.compr<-xmin.compr:(length(Lx)-1)

 for (y in 0:xNewOpen) Lxc[x.compr+1, y+1]=approx(x=x, y=Lx, xout=pmin(length(Lx)-1, 
 pmax(1, A-(A-x.compr)/(k^(-y)))))$y

 repr.ages<-1:length(fx)

 Px.bp<-c(Px[1:a], rep(NA, xNewOpen-a+1))

 Px.bp..<-Lxc[a, a]/sum(rev(fx*Lxc[repr.ages, a])*Lxc[a-repr.ages, a]/Px.bp[a-repr.ages])

 if (jump==T) jumpoff<-0 else jumpoff<-(Px.bp..-Px[a])/Px.bp..

 for(x in a:xNewOpen){

 Px.bp..<-Lxc[x+1, x+1]/sum(rev(fx*Lxc[repr.ages, x+1])*Lxc[x+1-repr.ages, x+1]/Px.bp[x+1-repr.ages])

 Px.bp[x+1]<-Px.bp..*(1-jumpoff*exp(-jumpdecay*(x-a+1)))}

 return(Px.bp)}
ea.backproj.mediation<-function(mx, Px, a=75, fx, K=1, 
 tolerance=1e-5, xNewOpen=110, jumpOff=F, jumpPx=F){

 M<-sum(mx[-(1:a)]*Px[-(1:a)], na.rm=T)/sum(Px[-(1:a)], na.rm=T)

 ea<-K/M

 change<-50 
 while(change>=tolerance){

 mx.ext<-mxExtendPro(mx=c(mx[1:a], M), ea=ea, jumpOff = jumpOff) 
 lt<-LTcalc(mx.ext)

 Lx<-lt$Lx

 Px.bp<-BackProj(Px, Lx, fx, a, xNewOpen, jump=jumpPx)

 M.bp<-sum(Px.bp[-(1:a)]*mx.ext[-(1:a)], na.rm=T)/sum(Px.bp[-(1:a)], na.rm=T)

 K<-ea*M.bp
 ea.next<-K/M

 if (ea.next>=ea) ea<-ea+min(change, ea.next-ea) else ea<-ea-min(change, ea-ea.next)

 change<-change/2

 } return(ea)}
ea.backproj.iter<-function(mx, Px, a=75, tf=2, K=1, 
 tolerance=1e-5, cycles.limit=100, xNewOpen=110, jumpOff=F, jumpPx=F){

 M<-sum(mx[-(1:a)]*Px[-(1:a)], na.rm=T)/sum(Px[-(1:a)], na.rm=T)

 ea<-K/M

 change<-tolerance*10

 cycles<-0
 fx<-Beta(0:45, tf=tf)

 fx<-fx*tf/sum(tf)
 while(change>=tolerance){

 K.prev<-K

 ea.prev<-ea

 change.prev<-change

 mx.ext<-mxExtendPro(mx=c(mx[1:a], M), ea=ea, jumpOff = jumpOff)

 lt<-LTcalc(mx.ext)

 Lx<-lt$Lx

 Px.bp<-BackProj(Px, Lx, fx, a, xNewOpen, jump=jumpPx)

 M.bp<-sum(Px.bp[-(1:a)]*mx.ext[-(1:a)], na.rm=T)/sum(Px.bp[-(1:a)], na.rm=T)

 K<-ea*M.bp

 ea<-K/M

 change<-abs(ea-ea.prev)

 cycles<-cycles+1

 if(change==change.prev|cycles>cycles.limit) return(ea=ea.backproj.mediation(mx=mx, Px=Px, a=a, fx=fx, K=K, 
 tolerance=tolerance, jumpOff=jumpOff, jumpPx=jumpPx)) } return(ea)}
ea.backproj.tf.iter<-function(mx, Px, a=75, K=1, tolerance=1e-6, cycles.limit=100, 
 xNewOpen=110, jumpOff=F, jumpPx=F){

 Px.open<-sum(Px[-(1:a)], na.rm=T)

 M<-sum(mx[-(1:a)]*Px[-(1:a)], na.rm=T)/sum(Px[-(1:a)], na.rm=T)

 if(Px.open==0){

 Px.stab=c(Px[1:a], rep(0, xNewOpen-a+1))

 mx.ext<-mxExtendPro(mx, xNewOpen=xNewOpen, jumpOff=jumpOff)

 return(list(tf=NA, ea=LTcalc(mx.ext)$ex[a+1], Px.stab=Px.stab, mx.ext=mx.ext))} 
 Px.bp.open<-function(tf){ mx.ext<-mxExtendPro(mx=c(mx[1:a], M), xNewOpen=xNewOpen, ea=ea.backproj.iter(mx, Px, a=a, tf=tf, K=K, tolerance=tolerance, cycles.limit=cycles.limit, jumpOff=jumpOff, jumpPx=jumpPx), jumpOff=jumpOff)

 Lx<-LTcalc(mx.ext)$Lx

 fx<-Beta(0:45, tf=tf)

 Px.bp<-BackProj(Px, Lx, fx, a, xNewOpen, jump=jumpPx)

 P.open<-sum(Px.bp[-(1:a)], na.rm=T)

 return(list(P.open=P.open, Px.bp=Px.bp, mx.ext=mx.ext))}

 Z<-function(tf) return ((Px.bp.open(tf)$P.open-Px.open)^2) 
 o<-optimize(Z, interval=c(.5, 15)) 
 optModel<-Px.bp.open(o$minimum)

 Px.bp<-optModel$Px.bp

 mx.ext<-optModel$mx.ext 
 return(list(tf=o$minimum, ea=LTcalc(mx.ext)$ex[a+1], Px.bp=Px.bp, mx.ext=mx.ext))}
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