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ВВЕДЕНИЕ

Пособие предназначено для обучающихся направления подготовки 09.03.03 Прикладная информатика, содержит краткий теоретический материал по курсу дискретной математики, который сопровождается рассмотрением большого количества образцов решения задач и заданий контрольных работ.

Содержание пособия охватывает следующие разделы: элементы теории множеств, теория графов, математическая логика, распознающие конечные автоматы, задания для лабораторных и контрольных работ.
1. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ МНОЖЕСТВ

 Основные обозначения



 логический знак “и”



 логический знак “или”



 существует



 для любого



 определение



 из утверждения 

 следует утверждение




 утверждение 

 равносильно утверждению 




  равенство по определению



  множество натуральных  чисел



  множество целых чисел



  множество действительных чисел



 множество положительных действительных чисел



 множество неотрицательных действительных чисел



 множество отрицательных действительных чисел



 множество неположительных действительных чисел

1.1. Множества

Понятия множества и элемента множества  настолько общие, что им нельзя дать какие-либо определения, которые не сводились бы просто к замене синонимами. 

Множества будем обозначать прописными буквами 

 а их элементы ( малыми 

. 

Утверждение “элемент 

 принадлежит множеству 

” записывается так: 

 (или 

). Запись 

 (или 

)  означает, что 

 не принадлежит 

.

Определение 1. Множество называется конечным, если оно состоит из конечного числа элементов. В противном случае оно называется бесконечным.

Определение 2. Множества называются равными, если они состоят из  одних и тех же элементов. Если множества 

 и 

 равны, то  пишут  

 ,  в противном случае пишут  

.

Определение 3. Множество, не содержащее ни одного элемента, называется пустым и обозначается символом 

.

Пример пустого множества ( множество точек пересечения параллельных прямых.


1.2. Способы задания множеств

Чаще всего множества задают одним из двух способов:

1. Перечисление ( дать перечень элементов множества.

Пример 1.  Множество, состоящее из элементов 1,2,5:



.

Пример 2. Множество всех натуральных чисел:



.

Указанный способ задания обычно приемлем для конечных множеств, хотя с его помощью можно иногда задать и некоторые  бесконечные множества (например, множество натуральных чисел). Второй способ задания множеств является более общим.

2.
Описание ( дать правило (указать свойство) для определения того, принадлежит или нет данный элемент рассматриваемому множеству:



 или  

 утверждение, верное для любого 

 и ложное для любого 

.

Пример 1. Множество четных натуральных чисел можно записать можно записать так:



.

Пример 2.  Множество действительных  чисел,  принадлежащих отрезку 

 можно записать так:



.

Определение 4. Если каждый элемент множества 

 является элементом множества 

,  то говорят, что множество 

 является подмножеством множества 

 и пишут 

 или 

. Первая из этих записей читается так: “множество 

 содержится во множестве 

”. Вторая запись читается так: “множество 

 содержит множество 

”.

Из определения подмножества следует:

1) 

, т.е. каждое множество является своим подмножеством;

2) 

, т.е. пустое множество является подмножеством любого множества;

3) если 

  и  

, то  

;

4) 

  тогда и  только  тогда,  когда 

  и 


Примеры включений 

, 

.
Пример. Указать все подмножества множества 

.

Решение. 

, 

, 

, 

, 

, 

, 

, 

.

1.3. Операции над множествами

Определение 1. Объединением множеств 

 и 

 называется множество 

, состоящее из тех и только тех элементов, которые принадлежат хотя бы одному из множеств 

 или 

.

Используя логическую символику,  объединение двух множеств можно записать так:



.
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Примеры. 

1) 

, 

,

.

2) 

, 

, 

.

3) 

,  

.

Определение 2. Пересечением множеств 

 и 

 называется множество 

, состоящее из элементов, принадлежащих как множеству 

, так  и  множеству 

.

Используя логическую символику, можно записать



.
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Если 

,    то    говорят,     что множества 

 и 

 не пересекаются.

Примеры. 

1) 

, 

,

.

2) 

, 

, 

.

3) 

 , 

.

Операции объединения и пересечения обладают следующими свойствами:

1. Коммутативности:

а) 

;    б) 

.

2. Ассоциативности:

а) 

;    б) 

.

3. Дистрибутивности:

а) 

; 

б) 

.

4. а) 

;  б) 

.

5. Если 

, то а) 

; б) 

.

6. а) 

; б) 

.

Доказательство свойства 3а)

Пусть  

 и 

 

 

 и 

, либо 

 и 

 

  либо 

, либо 






.                    (*)

Обратно, пусть 

 

 либо 

, либо 

  или 

 и 

, или  

 и 

 

 либо 

  либо 

, и 

 

 

 и 
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Из условий (*), (**) следует справедливость равенства 3а), т.е.



.

Упражнение. Доказать самостоятельно свойства 3б), 5, 6.

Понятия объединения и пересечения двух множеств обобщаются на случай  произвольного числа множеств.

Пусть 

 ( множество индексов и каждому индексу 

 сопоставлено множество 

. Множество 

, элементами которого являются множества 

, 

 называют системой или семейством множеств.

Определение 3. Объединением системы множеств 

, 

 называется множество всех элементов, принадлежащих хотя бы одному из множеств системы и обозначается

 

.

Пример. 

.

Определение 4. Пересечением системы множеств 

, 

 называется множество всех элементов, содержащихся в каждом множестве системы и обозначается
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Определение 5. Разностью множеств 

 и 

 называется множество, состоящее из тех элементов 

,  которые не входят в 

: 

.
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Если 

, то разность 

 называется дополнением множества 

  в 

.

Часто приходится рассматривать тот или иной запас множеств, являющихся подмножествами некоторого основного множества 

 (будем называть его  универсальным). В этом случае 

 называется просто дополнением множества 

 и обозначается 

.

Примеры.
1) 

, 

, 

, 

.

2) 

, 

; 

, 

.

3) 

.

4) Доказать принцип двойственности: для любых двух множеств 

 справедливы равенства

а) 

;  б) 

,

т.е. дополнение объединения двух множеств равно пересечению их дополнений, дополнение пересечения двух множеств равно объединению их дополнений.

Докажем а). Пусть 

 




.                                  (*)

Обратно, пусть 

 




.                             (**)

Из условий (*), (**) следует равенство



.

Упражнение. Доказать самостоятельно равенство 4б).

Декартово произведение множеств

Определение.  Декартовым   произведением 

 множеств 

 и 

 называется множество упорядоченных пар 

,  где 

, 

:



.

Примеры.
1. Если 

, 

, то



,



.

2. 

, 

,  то 

.

На координатной плоскости произведение 

 изобразится заштрихованным прямоугольником, показанным на рис. 1а.
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а)                                                                         б)

Рис. 1

3. 

, 

, 

.

В этом случае декартово произведение 

 представляет собой множество точек отрезка 

 (рис. 1б)).

По аналогии можно определить произведение нескольких множеств.
Определение. Декартовым   произведением   

 множеств 

 называется множество 



.

Произведение 

 обозначается 

 - декартово произведение 

 одинaковых сомножителей.

Например,  если 

, то 



 представляет собой плоскость;



 ( трехмерное пространство;



 ( 

-мерное пространство, элементами которого являются упорядоченные наборы  из  

 действительных чисел.

Сечения упорядоченных множеств

Определение. Множество 
[image: image4.wmf]X

 называется упорядоченным множеством, если для любых двух его элементов 
[image: image5.wmf]a

 и 
[image: image6.wmf]b

 определено одно из трех отношений 
[image: image7.wmf]b

a

<

, 
[image: image8.wmf]b

a

=

, 
[image: image9.wmf]b

a

>

, причем, если 
[image: image10.wmf]b

a

<

 и 
[image: image11.wmf]c

b

<

, то 
[image: image12.wmf]c

a

<

.

Всякое подмножество упорядоченного множества упорядочено.

Примером упорядоченных множеств является множество действительных чисел.

Определение. Два множества 
[image: image13.wmf]R

A

Ì

 и 
[image: image14.wmf]R

B

Ì

 называются сечением множества действительных чисел 
[image: image15.wmf]R

, если:

10. Объединение множеств 
[image: image16.wmf]A

 и 
[image: image17.wmf]B

 составляет все множество действительных чисел 
[image: image18.wmf]R

, 
[image: image19.wmf]R

B

A

=

È

;

20. Каждое из множеств 
[image: image20.wmf]A

 и 
[image: image21.wmf]B

 не пусто, 
[image: image22.wmf]Æ

=

A

, 
[image: image23.wmf]Æ

=

B

.

30. Каждое число множества 
[image: image24.wmf]B

: если 
[image: image25.wmf]A

a

Î

, 
[image: image26.wmf]B

b

Î

, то 
[image: image27.wmf]b

a

<

.

Свойство 10 означает, что каждое действительное число принадлежит по крайней мере, одному из множеств 
[image: image28.wmf]A

 и 
[image: image29.wmf]B

.

Из свойства 30 следует, что множества 
[image: image30.wmf]A

 и 
[image: image31.wmf]B

 не пересекаются: 
[image: image32.wmf]Æ
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Ç

B

A

.

Сечение множества действительных чисел, образованное множествами 
[image: image33.wmf]A

 и 
[image: image34.wmf]B

 обозначается через  
[image: image35.wmf]B

A

|

.

Множество 
[image: image36.wmf]A

 называется нижним классом, а множество 
[image: image37.wmf]B

 – верхним классом данного сечения.

Пусть 
[image: image38.wmf]R

X

=

. Простые примеры сечения в множестве действительных чисел можно получить следующим образом. Зафиксируем какое-либо число 
[image: image39.wmf]R

Î

a

, то множества
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а также
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образуют сечения множества 
[image: image44.wmf]R

.

В обоих этих случаях говорят, что сечение 
[image: image45.wmf]B

A

|

 производится числом 
[image: image46.wmf]a

 и пишут 
[image: image47.wmf]B

A
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a

.

Отметим свойства сечений, производящихся некоторым числом.

1. В случае (1) в классе 
[image: image48.wmf]A

 есть наибольшее число 
[image: image49.wmf]a

, а в классе 
[image: image50.wmf]B

 нет наименьшего числа. В случае (2) в классе 
[image: image51.wmf]A

 нет наибольшего числа, а в классе 
[image: image52.wmf]B

 есть наименьшее число, им является число 
[image: image53.wmf]a

.

Доказательство. Рассмотрим, например, случай (1). То, что 
[image: image54.wmf]a

 является наибольшим числом в классе 
[image: image55.wmf]A

, следует из первой формулы (1), задающей множество 
[image: image56.wmf]A

.

Покажем, что во множестве 
[image: image57.wmf]B

 нет наименьшего числа. Допустим противное: пусть в 
[image: image58.wmf]B

 есть наименьшее число 
[image: image59.wmf]b

. Из условия, что 
[image: image60.wmf]B

Î

b

, следует, что 
[image: image61.wmf]b

a

<

.  Следовательно, 
[image: image62.wmf]b

a

a

a
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<

+

, т.е. 
[image: image63.wmf]2

b

a
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<

. Отсюда, в силу определения множества 
[image: image64.wmf]B

, получаем, что 
[image: image65.wmf]B

Î
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2

b

a

. Аналогично из 
[image: image66.wmf]b
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, следует 
[image: image67.wmf]b

b

b
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+

, т.е. 
[image: image68.wmf]b
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2

, а так как 
[image: image69.wmf]b

 – наименьшее число в классе 
[image: image70.wmf]B

, то 
[image: image71.wmf]A

Î
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. Полученное противоречие доказывает утверждение.

2. Число, производящее сечение, единственно.

Доказательство. Допустим противное, что существует сечение, которое определяется двумя разными числами: 
[image: image72.wmf]B
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 и 
[image: image73.wmf]B

A

|
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b

. Пусть, для определенности 
[image: image74.wmf]b
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. Тогда как было показано при доказательстве предыдущего свойства 
[image: image75.wmf]b
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. Из неравенства 
[image: image76.wmf]2
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 следует, что в случае (1) 
[image: image77.wmf]B
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. Аналогично из неравенства 
[image: image78.wmf]b
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 следует, что 
[image: image79.wmf]A
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. Это противоречит тому, что 
[image: image80.wmf]Æ
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.

3. Для каждого сечения 
[image: image81.wmf]B

A

|

 множества действительных чисел существует число 
[image: image82.wmf]a

, производящее это сечение: 
[image: image83.wmf]B
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|
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.

Это число, согласно доказанному выше, является либо наибольшим в нижнем классе, тогда в верхнем классе нет наименьшего, либо наименьшим в верхнем классе, тогда в нижнем классе нет наибольшего.

Это свойство непрерывности действительных чисел часто называют принципом непрерывности действительных чисел по Дедекинду.

Упражнения для самостоятельной работы

1. Опишите множества 

.

2. Опишите перечислением всех элементов следующие множества:



, 

, 



, 

.

3. Опишите множества 

 

, 

, 

, где 

, 

.

4. Найдите  множества 

 

, 

, 

, если 

, 

.  Изобразите найденные множества на числовой оси.

5. Определите следующие множества 

, 

, 

, 

, 

, 

.

6. Даны множества 

, 

,  

. Найдите 

, положив 

.

7. Докажите,  что 

.

8. Докажите, что равенства 

, верны тогда и только тогда, когда 

.

9. Найдите множества: 1) 

; 2) 

; 3) 

; 4) 

, если 

, 

, 

.

10. Докажите тождество:

а) 

;

б) 

;

в) 


11. Опишите множества 

, 

,  если 

, 

.

12. Найдите и изобразите на координатной плоскости следующие множества 

, 

, 

, где 

, 

, 

.

13. Опишите и изобразите на координатной плоскости следующие множества 

, 

, 

, 

, 

, 


2. ТЕОРИЯ ГРАФОВ

Рассмотрим конечное множество 
[image: image84.wmf]n
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всех его 2-х элементных множеств. Для произвольных подмножеств 
[image: image86.wmf]2
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называем термином граф всякую пару 
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Элементы множества 
[image: image88.wmf]n
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 называются вершинами, элементы множества 
[image: image89.wmf]E

 ребрами. 

Вершины и ребра графа называются его элементами. Число 
[image: image90.wmf]n
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 вершин графа 
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 называется его порядком и обозначается через 
[image: image92.wmf]G

. Если 
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, то 
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 называют (n, m)-графом.
Говорят, что две вершины u и v графа смежны, если множество {и, v} является ребром, и не смежны в противном случае. Если e = {и, v} — ребро, то вершины u и v называют его концами. В этой ситуации говорят также, что ребро e соединяет вершины u и v. Такое ребро обозначается символом uv.
Два ребра называются смежными, если они имеют общий конец.
Вершина u и ребро e называются инцидентными, если v является концом ребра e (т. е. e = иv), и не инцидентными в противном случае.
Заметим, что смежность есть отношение между однородными элементами графа, тогда как инцидентность является отношением между разнородными элементами.

[image: image690.png]d(G) = maxe (u).
weVe



Графы удобно изображать в виде рисунков, состоящих из точек и линий, соединяющих некоторые из этих точек. При этом точки соответствуют вершинам графа, а соединяющие пары точек линии — ребрам. В качестве иллюстрации рассмотрим граф G, изображенный на рис. 1.1. Это (5, 6)-граф, VG = {1, 2, 3, 4, 5}, EG = {{1, 2}, {1, 5}, {2, 3}, {2, 4}, {2, 5}, {4, 5}}. 
Вершины 1 и 2 смежны, а 1 и 3 не смежны. Вершина 1 и ребро {1, 2} инцидентны. 

Приведем примеры некоторых графов специального вида.

Граф G называется полным, если любые две его вершины смежны, т. е. EG=(VG)(2). Полный граф порядка n обозначается символом Kn, число ребер в нем равно 
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. На рисунке 1.2 изображены графы Kn, n <= 5.
Граф называется пустым, если в нем нет ребер. Пустой граф порядка n обозначается через On.
Матрицы, ассоциированные с графом
Далее элемент матрицы M, занимающий позицию (i, j), обозначается символом Mij. Матрица, каждый элемент которой равен 0 или 1, называется бинарной.
Пусть G — помеченный граф порядка n, VG ={1, 2, ..., n}. Определим бинарную n*n-матрицу A=A(G), положив
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A(G) называется матрицей смежности графа G. Это симметрическая матрица с нулями на диагонали. Число единиц в строке равно степени соответствующей вершины.
Аналогично определяются матрицы смежности А мульти- и псевдографов: Aij равно числу ребер, соединяющих вершины i и j (при этом петля означает два ребра).

Так же определяется матрица смежности A(G) ориентированного графа G:
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Здесь AG — множество дуг орграфа G.
[image: image691.png]3
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Очевидно, что любая квадратная бинарная матрица является матрицей смежности некоторого ориентированного графа. На рисунке 6.1 изображен ориентированный граф с матрицей смежности. 

[image: image692.png]r{G) = nune(u) = min max d (g, v).
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Абстрактный граф приводит к различным матрицам смежности в зависимости от нумерации вершин. 
Определим матрицу инцидентности графа. Пусть G-(n, m)-граф, VG = {1, 2, ..., n}, EG = {e1, e2, ..., em}. Определим бинарную nm-матрицу I = I(G) условиями:
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Матрица I называется матрицей инцидентности графа G. В каждом ее столбце ровно две единицы, равных столбцов нет. Как и выше, соответствие GI(G) является биекцией множества помеченных (n, m)-графов с занумерованными ребрами на множество nm-матриц, удовлетворяющих описанным условиям.
Для ориентированных графов определение матрицы инцидентности I видоизменяется:
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Метрические характеристики графа
Пусть G — связный граф, а u и v — две его несовпадающие вершины. Длина кратчайшего (u, v) -маршрута (он, естественно, является простой цепью) называется расстоянием между вершинами u и v и обозначается через d(u, v). Положим еще d(u, u)=0. Очевидно, что введенное таким образом расстояние удовлетворяет следующим аксиомам метрики:
1) d(u, v)>= 0,
2) d(u, v) = 0 тогда и только тогда, когда u = v,
3) d(u, v)= d(v, и),
4) d(u, v)+d(v, w) >= d(u, w) (неравенство треугольника).
Для фиксированной вершины u величина
[image: image693.emf] 
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называется эксцентриситетом вершины u. Максимальный среди всех эксцентриситетов вершин называется диаметром графа G и обозначается через d(G). Тем самым
Вершина v называется периферийной, если e(v)=d(G). Простая цепь длины d(G), расстояние между концами которой равно d(G), называется диаметральной цепью.
Для иллюстрации обратимся к графу на рисунке 8.1. Здесь d(1, 2)=1, d(1, 3)=2; e(1)=2; d(G)=2. Все вершины, кроме вершины 2, являются периферийными, (1, 2, 3) — диаметральная цепь.
Минимальный из эксцентриситетов вершин связного графа называется его радиусом и обозначается через r(G):
Очевидно, что радиус графа не больше его диаметра.
Вершина v называется центральной, если e(v)= r(G). Множество всех центральных вершин графа называется его центром. Граф может иметь единственную центральную вершину или несколько центральных вершин. Наконец, центр графа может совпадать с множеством всех вершин.
Задача нахождения центральных вершин графа постоянно возникает в практической деятельности людей. Пусть, например, граф представляет сеть дорог, т. е. вершины его соответствуют отдельным населенным пунктам, а ребра — дорогам между ними. Требуется оптимально разместить больницы, магазины, пункты обслуживания. В подобных ситуациях критерий оптимальности часто заключается в оптимизации «наихудшего» случая, т. е. в минимизации расстояния от места обслуживания до наиболее удаленного пункта. Следовательно, местами размещения должны быть центральные вершины графа.
Инварианты графа

Условимся использовать обозначения

[image: image101.png]


 - изоморфизм графов G и G’;

М – множество, элементами которого могут быть числа, векторы, многочлены, матрицы, системы чисел;

F – функция, которая каждому графу G  ставит в соответствие некоторый элемент f(G)  из множества М.

Функцию f называют инвариантом, если на изоморфных графах ее значения совпадают, т.е. для любых графов G и G’ выполняется соотношение  [image: image103.png]


 ↔ 

f(G) = f(G’).
Кликой называют всякий наибольший полный подграф данного графа, размер клики – число вершин в ней. 

Определим наиболее важные инварианты графа.

10. Вектор степеней графа 
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20. Число внешней устойчивости или плотности 
[image: image108.wmf](
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 - это число вершин максимальной клики в графе  G. Другими словами, 
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 - это наибольшее количество попарно смежных вершин в G. 

Иногда плотность 
[image: image110.wmf](
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 называют кликовым числом. 

Наименьшее число клик графа G, покрывающих множество V, называется числом кликового покрытия и обозначается через с(G). 

30. Число внутренней устойчивости или неплотность 
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 графа 
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 - это наибольшее количество его попарно несмежных вершин. Приведем другое определение. Подмножество 
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называется независимым (или внутренне устойчивым), если в нем любая пара вершин 
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не смежна. Т.е. если 
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 независимо в G , то порожденный подграф 
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 состоит только из изолированных вершин. 

Независимое множество называется максимальным, если оно не является собственным подмножеством другого независимого множества. 

Наибольшее по мощности независимое множество в графе G называется наибольшим, а его мощность равна 
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Примечание. Для всякого полного графа 
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[image: image119.wmf])

(

G

a
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Задачи определения точного значения 
[image: image122.wmf])
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40. Хроматическое число. 

Рассмотрим правильные k-раскраски графа G. Минимальное число k, при котором граф G является k-раскрашиваемым, называется хроматическим числом этого графа и обозначается 
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. Правильная k-раскраска графа  G при  
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называется минимальной. 

Если для графа G 
[image: image125.wmf]2
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, то G называется бихроматическим. 

50. Число компонент связности K(G).

60. Числом Хадвигера  
[image: image126.wmf])
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 связного графа G называется количество вершин наибольшей клики, на которую можно стянуть данный граф.
Деревья
Деревом называется связный граф, не содержащий циклов. Любой граф без циклов называется ациклическим (или лесом). Таким образом, компонентами леса являются деревья. На рис. 13.1 изображены все деревья шестого порядка.
Существует несколько вариантов определения дерева; некоторые из них отражены в следующей теореме.
Теорема. Для (n, m)-графа G следующие ут​верждения эквивалентны .
1) G — дерево;
2) G — связный граф и m =  n — 1;
     3) G — ациклический граф и m = n — 1;
  4)  любые две несовпадающие вершины графа G соединяет единственная простая цепь;
  5) G — ациклический граф, обладающий тем свойством, что если какую-либо пару его несмежных вершин соединить ребром, то полученный граф будет содержать ровно один цикл.
[image: image127.png]



Задача об остове минимального веса(о кратчайшем остове): связном взвешенном графе (G, w) порядка n найти остов минимального веса.
Алгоритм Краскала, решающий эту задачу, заключа​ется в следующем.
1. Строим граф t1 = Оn + е1, присоединяя к пустому графу на множестве вершин VG ребро е1 принадлежит EG минимального веса.
2. Если граф Ti уже построен и i<n— 1, то строим граф Ti+1 — Ti + ei+1 ,  где ei+`1 — ребро графа G, имеющее минимальный вес среди ребер, не входящих в Ti и не со​ставляющих циклов с ребрами из Тi.
Алгоритм Прима отличается от алгоритма Краскала только тем, что на каждом этапе строится не просто ацик​лический граф, но дерево. Именно:
1. Выбираем ребро е1 = аb минимального веса и стро​им дерево T1 полагая VT1 = {а, 6}, ЕТ1 = {е1}.
2. Если дерево Ti порядка i +1 уже построено и i<n— 1, то среди ребер, соединяющих вершины этого дерева с вершинами графа G, не входящими в Ti, выбира​ем ребро ei+1  минимального веса. Строим дерево Ti+1, при​соединяя к Ti ребро ei+1 вместе с его не входящим в Тi концом.
Цикл в графе называется эйлеровым, если он содер​жит все ребра графа. Связный граф, в котором есть эйле​ров цикл, называется эйлеровым графом. Такой граф можно нарисовать, не отрывая карандаша от бумаги и не повторяя линий.
Помимо задачи о кёнигсбергских мостах известен ряд других старинных занимательных задач (головоломок), решение которых сводится к выяснению вопроса «являет​ся ли граф эйлеровым?». В одной из них требуется обри​совать фигуру, именуемую саблями (знаком) Магомета, не отрывая карандаша от бумаги и не повто​ряя линий.
Теорема. (Л. Эйлер, 1736 г.). Связный граф является эйлеровым тогда и только тогда, когда степени всех его вершин четны.
Гамильтонов граф — в теории графов это граф, содержащий гамильтонову цепь или гамильтонов цикл.

Гамильтонов путь (или гамильтонова цепь) — путь (цепь), содержащий каждую вершину графа ровно один раз. Гамильтонов путь, начальная и конечная вершины которого совпадают, называется гамильтоновым циклом. Гамильтонов цикл является простым остовным циклом. Задача определения содержит ли данный граф гамильтонов цикл является NP-полной.

3. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ЛОГИКА
Логические операции над двумя высказываниями

     

Очевидно различных логических операций над двумя высказываниями имеется столько, сколько существует различных третьих столбцов в соответствующих таблицах истинности, а именно 24=16. Условимся обозначать эти операции символом fk и представим их следующей “сводной” таблицей истинности:

	x
	Y
	f0
	f1
	f2
	f3
	f4
	f5
	f6
	f7
	f8
	f9
	f10
	f11
	f12
	f13
	f14
	f15

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0    
	0
	1 
	1 
	1
	1
	1
	1
	1
	1   

	0
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1    
	1
	0 
	0 
	0
	0
	1
	1
	1
	1   

	1
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1    
	1
	0 
	0 
	1
	1
	0
	0
	1
	1   

	1
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0    
	1
	0 
	1 
	0
	1
	0
	1
	0
	1


Совокупность из 16 операций fk можно разбить на 3 группы:

I.    f0 (0, f15 (1.                 

II.   f3 =

,      f5 =

,         f10 =

,        f12 =

.

III.   f1 =

,                     f7 =

,                                       

       f14 =
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Формулы в АВ строятся по следующим правилам:

 10. Переменная есть формула.    

 20.Если F и Ф - формулы, то и (F , (F(Ф), (F(Ф), (F(Ф), (F(Ф) - тоже формулы.

30. Любая формула имеет вид, 10 или 20.

Например, выражение  

 является формулой.

Эквивалентные формулы.

1. Для конъюнкции и дизъюнкции:

              

,                               

                                          

              

(закон противоречия), 

(закон исключенного третьего) 

              

,                               

                                          

              

,                                

                                          

2. Для отрицания, конъюнкции и дизъюнкции:
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Здесь (6) и (7) иногда называют законами де Моргана.

3. Законы дистрибутивности
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Обозначив через x1 ( x2  любую из функций x1  x2 , x1 ( x2 . Тогда функция x1 ( x2  обладает свойством ассоциативности
                             (x1 ( x2  )( x3   = x1  ( ( x2  ( x3  ).                                 

4. Эквивалентные формулы
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Совершенные формы.
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                                              (1)

Разложение вида (1) называется совершенной дизъюнктивной нормальной формой (с.д.н.ф.) и позволяет использовать следующий алгоритм построения с.д.н.ф. для всякой булевой функции f= f(x1, ..., xn), если f(0.

Этап 1. В таблице, задающей f(x1, ..., xn), отмечаем все строки ((1, ..., (n), в которых 
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Этап 2. Для каждой отмеченной строки образуем конъюнкцию
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Этап 3. Все полученные конъюнкции (1) соединим знаком дизъюнкции (.

Преобразовать булеву формулу к с.д.н.ф. можно с помощью эквивалентных формул. Для этого избавляемся от импликации и эквиваленции и приводим формулу к д.н.ф. Далее дополняем недостающие переменные с помощью закона исключенного третьего.



                          (3)

Каждую булеву функцию f(x1,..., xn)(1 можно представить в виде (3), где выражение (3) называется совершенной конъюнктивной нормальной формой (с.к.н.ф.)
Если булева функция задана таблицей истинности, то для построения с.к.н.ф. надо выбрать строки ((1, ..., (n), в которых 
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Для каждой отмеченной строки образуем дизъюнкцию                   
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 .   Все полученные дизъюнкции соединим знаком конъюнкции.                                                   

Формулу F можно привести к с.к.н.ф. с помощью эквивалентных преобразований  в два этапа.

Этап 1. Приведение F к виду к.н.ф. (F).

Этап 2. Приведение к.н.ф. (F) к с.к.н.ф. [F]

Преобразование к.н.ф. (F) в с.к.н.ф. [F] осуществляется на базе закона дистрибутивности следующим образом:

Пусть к.н.ф. 
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 содержит элементарную дизъюнкцию  
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 и пусть D не включает в себя переменную 
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. Тогда осуществляем следующее тождественное преобразование:
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Упражнение 1.  Привести к с.к.н.ф. формулу

F=F(x1, x2, x3, x4) =((x1(x3 (x2(x3)( x1 ( x2 ( x4)

Этап 1. Приведем к к.н.ф.



                    (4)

Этап 2. Преобразование к.н.ф. в с.к.н.ф. с помощью законов дистрибутивности.

А= (x1 ( x3 ( x2 ( x4(x4) = (x1 ( x3 ( x2 (x4) (x1 ( x3 (x2 ((x4)
В= x1 ( x2 ( x4 ( x3(x3=(x1 ( x2 ((x4 ( x3) (x1 ( x2 ((x4 ((x3)

А и В содержат одинаковый сомножитель (подчеркнуты). Поэтому осуществляет операцию приведения подобных членов: в А или В заменяем его на 1 или, что то же самое, вычеркиваем его из А или из В. 

Окончательно имеем с.к.н.ф.

F = АВ= (x1 ( x3 ( x2 ( x4) (x1 ( x3 ( x2 ((x4) (x1 ( x2 ((x4 ((x3).

4. РАСПОЗНАЮЩИЕ КОНЕЧНЫЕ АВТОМАТЫ
Распознающими конечными автоматами являются конечные автоматы, результатом работы которых является обнаружение некоторого свойства в заданном тексте. Обработку произвольного слова 
[image: image145.wmf]a

 во входном алфавите 
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 автомат начинает из специально выделенного начального состояния. В каждый такт дискретного времени на вход автомата поступает очередная буква обрабатываемого слова, под ее воздействием автомат меняет свое состояние; состояние в которое автомат перейдет, определяется предыдущим его состоянием и прочитанной буквой входного слова. Над словом длины 
[image: image147.wmf]l

 автомат работает 
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 тактов. Результат работы автомата определяется состоянием, в котором он оказывается по ее завершении.

Формально конечный автомат 
[image: image149.wmf]K

 определяется как совокупность 
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 – множество состояний автомата; 
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 – входной алфавит; 
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 – специально выделенное состояние автомата, именуемое начальным состоянием; 
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 – функция переходов конечного автомата, представляющая собой отображение типа 
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 под воздействием буквы 
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 должен перейти в состояние 
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); 
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 – специально выделенное подмножество состояний автомата, которые условно называются «хорошими», 
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Пусть 
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 обозначим состояние, в котором оказывается автомат 
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 через 
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 тактов работы над этим словом (здесь 
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Слово 
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 принимается автоматов 
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, если 
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 принадлежит языку 
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, если данное слово принимается автоматом 
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. Язык 
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)

K

L

 называется языком, распознаваемым данным конечным автоматом. 

Определение 1. Язык 
[image: image181.wmf]L

 называется регулярным, если для него можно построить распознающий конечный автомат.

Конечный автомат удобно задавать диаграммой его переходов. Диаграмма представляет собой ориентированный граф, вершины которого одноименны состояниям автомата; дуга из вершины 
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 в вершину 
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 проводится тогда и только тогда, когда 
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 осуществляется под воздействием любой из букв некоторого подмножества 
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, все буквы этого подмножества подписываются над соответствующей дугой (вместо перечня всех букв допускается сокращенная запись «
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». Если произвольное состояние 
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 входит в 
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, то данный факт на диаграмме отмечается жирным кружком, выделяющим вершину 
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На рис.1 примера 1 показана диаграмма автомата 
[image: image195.wmf]1

K

, работающего над словами алфавита 
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, причем «хорошим» является только состояние 
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 из этого состояния не выходит; под воздействием буквы 
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 реализуется переход в состояние 
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; любая далее поступающая буква оставляет автомат в том же состоянии. Таким образом, автомат 
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 распознает язык 
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, состоящий из слов, имеющих в своем составе букву 
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Пример 1.

Рисунок 1.

Класс регулярных языков замкнут относительно основных теоретико-множественных операций – объединения, пересечения, разности.

Пусть 
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 - регулярные языки, распознаваемые конечными автоматами 
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Очевидно, по первой компоненте автомат 
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 моделирует действия автомата 
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, а по второй компоненте – действия автомата 
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Принадлежит объединению языков 
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тогда и только тогда, когда после его обработки автомат 
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 окажется в состоянии, у которого либо первая компонента принадлежит совокупности 
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Все компоненты автомата 
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 определены, его построение закончено.

Автомат 
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 только последней своей компонентой. Следует положить 
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Автомат 
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, распознающий язык 
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5. КОМПЛЕКТ ЗАДАНИЙ ДЛЯ ЛАБОРАТОРНОЙ РАБОТЫ
Лабораторная работа №1
Тема: «Элементы теории множеств»

Цель: лабораторной работы состоит в освоении основных операций над множествами и умении отображать эти операции на диаграммах Эйлера – Венна. Также необходимо научиться оптимально использовать законы теории множеств при упрощении выражений и доказательстве справедливости отношений.

I. Докажите тождество
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I I. Используя определение равенства множеств и операции над множествами, проверить указанное равенство и проиллюстрировать решение с помощью диаграммы Эйлера-Венна
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[image: image258.png]. A\(BUC)=(A\B)N(A4\C).
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Лабораторная работа №2
Тема: «Теория графов»

Цель: состоит в овладении основными понятиями теории графов, умении представить граф не только с помощью диаграммы, но и с помощью матрицы инцидентности и матрицы смежности вершин, а также в изучении основных алгоритмов на графах.

В произвольном связном графе 
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 взвешены числами 
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, найти:

а) минимальное остовное дерево с помощью алгоритма Краскала;

б) минимальное остовное дерево с помощью алгоритма Прима;

в) составить матрицу смежности и матрицу инцидентности;

г) вычислить радиус и диаметр графа, указать центральные и периферийные вершины;

д) построить дополнение для данного графа;

е) найти все инварианты графа (вектор степеней графа, число внешней устойчивости, число внутренней устойчивости, хроматическое число, число компонент связности, число Хадвигера);

ж) найти не менее трех паросочетаний;

з) проверить, является ли данный граф эйлеровым, если да, то тайти эйлеров цикл;

и) является ли данный граф гамильтоновым, проверить одно из достаточных условий гамильтоновости графа.

Лабораторная работа №3
Тема: «Логические формулы. Построение их таблиц истинности. Упрощение формул логики с помощью равносильных преобразований»

Цель: освоить методику построения таблиц истинности формул логики; закрепить навык упрощения формул логики, а также доказательства законов логики с применением основных тождеств алгебры логики.

1.Составить таблицы истинности формул. 
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2.Проверить, будут ли эквивалентны следующие формулы с помощью эквивалентных преобразований.
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Лабораторная работа №4
Тема: «Булевы функции и их представление в совершенной дизъюнктивной и конъюнктивной нормальных формах»

Цель: закрепить навыки представления произвольной булевой функции в виде СДНФ и СКНФ по имеющейся таблице истинности и с помощью равносильных преобразований.


С помощью эквивалентных преобразований приведите формулу к ДНФ, КНФ, СДНФ, СКНФ. Проверьте правильность полученного результата, используя табличный способ построения этих форм.
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Лабораторная работа №5
Тема: «Теория автоматов»

Цель: освоить методику построения детерминированных конечных автоматов; методику построения автоматов, распознающих объединение, пересечение, разность языков, заданных автоматами 
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1.Построить детерминированный конечный автомат, распознающий язык 
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 – множество слов, начинающихся буквой a и заканчивающихся буквой с в алфавите 
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 – множество слов, в которых буква d встречается ровно 3 раза в алфавите 
[image: image310.wmf]{

}

d

c

b

a

A

,

,

,

=


4. 
[image: image311.wmf]4

L
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 – множество слов, в которых буква a встречается 2 раза, а буква c – 1 раз в алфавите 
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 – множество слов, в которых каждая цифра кратна 3 в алфавите 
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 – множество слов, в которых расстояние между буквой c и ближайшей буквой d не больше 3 в алфавите 
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 – множество слов, у которых вторая и предпоследняя буква – d в алфавите 
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 – множество симметричных слов длины 6 в алфавите 
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2. Построить конечные автоматы, распознающие объединение, пересечение, разность языков, заданных автоматами 
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6. ВАРИАНТЫ КОНТРОЛЬНЫХ РАБОТ


Выбор варианта задания по последней цифре номера зачетной книжки студента.

Задание 1. 

Решить задачу.

В-1. На школьный вечер танцев собрались ребята 9-х, 10-х и 11-х классов. Вести хоровод приглашаются 10 школьников. Сколькими способами можно составить хоровод при условии участия в нем хотя бы одного одиннадцатиклассника? (55)

В-2. На студенческий вечер собрались юноши и девушки 8 факультетов университета (в том числе математического и филологического). Для исполнения народных танцев приглашаются 10 студентов. Сколькими способами можно выбрать эту десятку при условии участия в ней хотя бы одного студента математического и хотя бы одного студента филологического факультета? (6435)

В-3. На Всемирный фестиваль молодежи прибыла молодежь пяти континентов мира. Возникла необходимость организовать делегацию из восьми представителей разных стран для оглашения клятвы борцов за мир. Сколькими способами можно было образовать делегацию при условии участия в ней представителей всех континентов? (35)

В-4. В гастрономе имеются конфеты трех наименований. Конфеты упакованы в коробки трех видов – для каждого наименования своя коробка. Сколькими способами можно заказать набор из пяти коробок? (21)

В-5. Сколько автомашин модно обеспечить 6-значными номерами? (106)

В-6. Сколько 5-значных чисел можно образовать из цифр 0 и 1? (16)

В-7. В одном государстве (сказочном) не найдется двух человек, у которых оказался бы одинаковый состав зубов: либо у них разное число зубов, либо зубов нет в разных местах. Оцените наибольшую численность населения в этом государстве, если максимальное число зубов у одного человека 32. (Не больше 232)

В-8. Сколькими способами можно отослать 6 писем разным адресатам, если их будут разносить 3 курьера и заранее известно, какому курьеру какое достанется письмо? (729)

В-9. Четыре студента сдают экзамен. Сколько может быть вариантов распределения оценок, если известно, что так или иначе все они экзамены сдали? (81)

В-10. Три парня и три девушки решили после окончания школы поступить на работу в своем родном городе. В городе имеются 3 завода, на которые берут только мужчин, 2 – где нужны женщины и 2 – которые принимают на работу и мужчин и женщин. Сколькими способами пять выпускников могут распределиться по заводам города? (2000)

В-11. Выпускнику средней школы, поступающему в вуз, нужно сдать экзамены и набрать на них не менее 17 балов (двойки при этом получать нельзя). Сколько существует разных наборов экзаменационных оценок, дающих ему право поступления? (31)

В-12. Сколько разных по стоимости браслетов может составить ювелир из набора в 18 камней, если у него имеются 5 одинаковых по стоимости рубинов, 6 одинаковых по стоимости алмазов и 7 одинаковых по стоимости кусков янтаря? ( 30)

В-13. У мужа 12 сослуживцев: 5 женщин и 7 мужчин. У жены тоже 12: 7 женщин и 5 мужчин. За семейным столом помещаются 14 человек. Сколько разных компаний из 6 женщин и 6 мужчин могут они пригласить при условии участия 6 знакомых мужа и 6 знакомых жены? (267148)

В-14. Все участники туристической поездки владеют по крайней мере одним иностранным языком. 6 из них владеют английским языком, 6 – немецким, 7 – французским, 4 – английским и немецким, 3 – немецким и французским, 2 – французским и английским. Один турист владеет английским, французским и немецким языками. Других туристов в группе нет. Сколько туристов владеет только английским языком, только французским? Сколько туристов в группе? (1; 3; 11)

В-15. Отряд из 92 школьников собрался в поход. Из них 47 приготовили бутерброды с колбасой, 38 – с сыром, 42 – с ветчиной, 28 – с колбасой и сыром, 31 – с колбасой и ветчиной, 26 – с сыром и ветчиной. Взяли с собой бутерброды всех сортов 25 школьников, а некоторые взяли только по бутылке молока. Сколько было таких, которые взяли только молоко? (25)

В-16. Найдите сумму всех четырехзначных чисел, которые получаются при перестановке цифр 1, 2, 3, 4. (66660)

В-17. Сколько чисел, меньших миллиона, можно записать с помощью цифр 8 и 9? (126)

В-18. Найдите сумму трехзначных чисел, которые можно записать с помощью цифр 1, 2, 3, 4? (17760)

В-19. Города А и В соединяются двумя шоссейными дорогами, которые пересечены десятью проселочными. Сколькими разными способами можно добраться от А до В, чтобы ни разу не пересекать пройденный путь? (2048)

В-20. Имеется неограниченное количество монет по 10, 15 и 20 к. Сколькими способами можно образовать набор из 20 монет? (231)

В-21. На заседании научного студенческого общества присутствовали 52 студента: по 13 студентов от 4 факультетов. Сколькими способами можно избрать правление общества в составе 4 лиц так, чтобы в состав правления вошли представители 3 факультетов? (316368)

В-22. По линейке расположено n предметов. Сколькими способами можно убрать 3 из них так, чтобы не были убраны рядом стоящие предметы? (
[image: image349.wmf]3

2

-

n

С

)

В-23. 5 белых шариков, 5 черных и 5 красных надо расположить по 3 ящикам так, чтобы в каждом ящике оказалось по 5 шариков. Сколькими способами это можно осуществить?

В-24. При закрытии пионерского фестиваля Прибалтийских республик в первый ряд президиума (из 9 мест) были приглашены 3 литовских, 3 латышских и 3 эстонских пионера. Сколькими способами их можно рассадить так, чтобы ни одна тройка представителей из одной республики не занимала трех соседних мест? (283824)

В-25. Сколько цифр понадобиться для записи всех чисел от 1 до 999999 включительно?  (888889)

Задание 2. 

В произвольном связном графе 
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, найти:

а) минимальное остовное дерево с помощью алгоритма Краскала;

б) минимальное остовное дерево с помощью алгоритма Прима;

в) составить матрицу смежности и матрицу инцидентности;

г) вычислить радиус и диаметр графа, указать центральные и периферийные вершины;

д) построить дополнение для данного графа;

е) найти все инварианты графа (вектор степеней графа, число внешней устойчивости, число внутренней устойчивости, хроматическое число, число компонент связности, число Хадвигера);

ж) найти не менее трех паросочетаний;

з) проверить, является ли данный граф эйлеровым, если да, то тайти эйлеров цикл;

и) является ли данный граф гамильтоновым, проверить одно из достаточных условий гамильтоновости графа.

Задание 3. 

Составить таблицы истинности формул. 
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Задание 4.

Проверить, будут ли эквивалентны следующие формулы с помощью эквивалентных преобразований.
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Задание 5.
С помощью эквивалентных преобразований приведите формулу к ДНФ, КНФ, СДНФ, СКНФ. Проверьте правильность полученного результата, используя табличный способ построения этих форм.
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ЗАДАНИЕ 6. Построить детерминированный конечный автомат, распознающий язык 
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L

 – множество слов, у которых вторая и предпоследняя буква – d в алфавите 
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 – множество слов, у которых вторая и предпоследняя буква – d в алфавите 
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 – множество симметричных слов длины 6 в алфавите 
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 – множество слов, начинающихся буквой c и имеющих в конце подслово adb в алфавите 
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 – множество слов, у которых вторая и последняя цифра являются четными в алфавите 
[image: image477.wmf]{
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 – множество слов, у буква b встречается нечетное количество раз в  алфавите 
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14) 
[image: image480.wmf]14
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 – множество слов, у которых первая и последняя цифры кратны числу 5 
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 – множество слов, имеющих подслово add в начале слова и заканчивающихся подсловом bc в алфавите 
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ЗАДАНИЕ 7. Построить конечные автоматы, распознающие объединение, пересечение, разность языков, заданных автоматами 
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7. Методические указания по выполнению контрольной работы подисциплине «Дискретная математика»

ЭЛЕМЕНТЫ КОМБИНАТОРИКИ

В комбинаторном анализе рассматриваются задачи о расположениях элементов в соответствии с точно определенными требованиями и выясняется, сколькими различными вариантами такие расположения могут быть осуществлены. При этом необходимо однозначно определить, какие решения считаются различными. 

Одними из основных средств для подсчета числа решений комбинаторных задач являются выборки, к которым относятся размещения, сочетания и перестановки. 

Рассмотрим множество 
[image: image518.wmf]{
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Определение 1. Набор элементов 
[image: image520.wmf]k
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 из А называется выборкой объема k из n элементов или (n, k) – выборкой.

Выборки могут отличаться друг от друга как составом, так и порядком расположения элементов. Если допустить, что среди элементов выборки есть одинаковые, то объем выборки в отдельных случаях может превышать объем исходного множества.

Выборка называется упорядоченной, если порядок элементов в ней задан. Т.е. упорядоченные выборки, различающиеся лишь порядком следования элементов, считаются различными.

Если порядок следования элементов не является существенным, то выборка называется неупорядоченной.

В выборке могут допускаться или не допускаться повторения элементов. Т. о. можно говорить о   (n, k) – выборках без повторений и о (n, k) – выборках с повторениями.

Положим n=3, k=2 и рассмотрим множество 
[image: image521.wmf]{
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, представим для него все случаи (3,2)-выборок.

(1) неупорядоченные без повторения      (1,2) ; (1,3); (2,3);

(2) неупорядоченные с повторениями (1,1); (1,2); (2,2); (1,3); (3,3); (2,3);

(3) упорядоченные без повторений (1,2); (2,1); (1,3); (3,1); (2,3); (3,2);

(4) упорядоченные с повторениями 

(1,2); (2,1); (1,3); (3,1); (2,3); (3,2); (1,1);  (2,2); (3,3);

Определение 2. Упорядоченная (n, k) – выборка без повторений называется размещением из n элементов по k  или кратко (n, k) – размещением.

Определение 3. Упорядоченная (n, k) – выборка с повторениями называется размещением с повторениями из n элементов по k  или кратко (n, k) – размещением с повторениями.

Определение 4. Неупорядоченная (n, k) – выборка без повторений называется сочетанием из n элементов по k  или кратко (n, k) – сочетанием.

Определение 5. Неупорядоченная (n, k) – выборка с повторениями называется сочетанием с повторениями из n элементов по k  или кратко (n, k) – сочетанием с повторениями.

Определение 6. Если n=k, то (n, n) – размещение называется перестановкой n элементов.

Число всех (n, k) – размещений обозначается символом 
[image: image522.wmf]k
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 или P(n,k) и вычисляется по формуле 
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Число всех (n, k) – размещений с повторениями обозначается символом 
[image: image525.wmf]k
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 и вычисляется по формуле 
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 EMBED Equation.3  [image: image528.wmf]k
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Число всех перестановок n элементов  обозначается символом 
[image: image529.wmf]n
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 или P(n,n) и вычисляется по формуле 
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 EMBED Equation.3  [image: image531.wmf]!
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Число всех (n, k) – сочетаний обозначается символом 
[image: image532.wmf]k
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 или С(n,k) и вычисляется по формуле 
[image: image533.wmf]
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Число всех (n, k) – сочетаний с повторениями обозначается символом 
[image: image535.wmf]k
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Задачи на применение формул подсчета числа различных выборок.

1. Сколько различных четырехзначных чисел можно образовать из цифр 1, 2, …, 9, если все цифры в каждом четырехзначном числе различны? 
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,  n=9, k=4. 
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2. На тренировках занимаются 12 баскетболистов. Сколько может быть образовано тренером разных стартовых пятерок?
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, n=12, k=5. 
[image: image542.wmf]792

!

5

!

7

!

12

!

5

)!

5

12

(

!

12

5

12

=

=

-

=

C

.

3. Сколько различных наборов по 8 пирожных в каждом можно составить используя 4 сорта пирожных?
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, n=4, k=8. 
[image: image544.wmf]165
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4. Буквы азбуки Морзе образуются как последовательность точек и тире. Сколько различных букв можно образовать если использовать 5 символов?
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, n=2, k=5. 
[image: image546.wmf]32

2

ˆ

5

5

2

=

=

P

/

5. Семь девушек водят хоровод. Сколькими различными способами они могут встать в круг?
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При подсчете числа различных комбинаций используются следующие два правила:

1. Правило произведения. Если объект 
[image: image549.wmf]1

A

 может быть выбран 
[image: image550.wmf]1

n

способами и после каждого из таких выборов объект 
[image: image551.wmf]2

A

 в свою очередь может быть выбран 
[image: image552.wmf]2
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 способами, то выбор «
[image: image553.wmf]1
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 и 
[image: image554.wmf]2
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» в указанном порядке может быть осуществлен 
[image: image555.wmf]1
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[image: image556.wmf]2
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 способами.

2. Правило суммы.  Если объект 
[image: image557.wmf]1
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 может быть выбран 
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способами, а объект 
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 может быть выбран другими 
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 способами, то выбор «
[image: image561.wmf]1
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 или 
[image: image562.wmf]2
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»  может быть осуществлен 
[image: image563.wmf]1
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+
[image: image564.wmf]2

n

 способами.

Задачи на правило произведения и правило суммы. 
1) Правило произведения.

Для полета на Марс необходимо укомплектовать следующий экипаж космического корабля: командир, первый его помощник, второй помощник, два бортинженера и один врач. Командующая тройка может быть отобрана из числа 25 готовящихся к полету летчиков, два бортинженера – из числа 20 специалистов, врач – из числа 8 медиков. Сколькими способами можно укомплектовать экипаж?

Решение: командующая тройка - 
[image: image565.wmf]3
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 т.к. важен порядок, у бортинженеров обязанности одинаковые - 
[image: image566.wmf]2
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, врач - 
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. Весь экипаж - 
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, что соответствует 
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2) Правило суммы.

Сколько существует различных телефонных номеров, если считать, что каждый номер содержит не более семи цифр (телефонный номер может начинаться с 0)?

Решение: 
[image: image572.wmf]9
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Воспользовались формулой суммы геометрической прогрессии при q>1: 
[image: image573.wmf]q
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ТЕОРИЯ ГРАФОВ

Рассмотрим конечное множество 
[image: image574.wmf]n
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 и множество 
[image: image575.wmf]V
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всех его 2-х элементных множеств. Для произвольных подмножеств 
[image: image576.wmf]2

V

E

Í

называем термином граф всякую пару 
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Элементы множества 
[image: image578.wmf]n
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 называются вершинами, элементы множества Е ребрами. 

Вершины и ребра графа называются его элементами. Число |VG| вершин графа G называется его порядком и обозначается через |G|. Если |G| = n, |EG| = m, то G называют (n, m)-графом.
Говорят, что две вершины u и v графа смежны, если множество {и, v} является ребром, и не смежны в противном случае. Если e = {и, v} — ребро, то вершины u и v называют его концами. В этой ситуации говорят также, что ребро e соединяет вершины u и v. Такое ребро обозначается символом uv.
Два ребра называются смежными, если они имеют общий конец.
Вершина u и ребро e называются инцидентными, если v является концом ребра e (т. е. e = иv), и не инцидентными в противном случае.
Заметим, что смежность есть отношение между однородными элементами графа, тогда как инцидентность является отношением между разнородными элементами.
Графы удобно изображать в виде рисунков, состоящих из точек и линий, соединяющих некоторые из этих точек. При этом точки соответствуют вершинам графа, а соединяющие пары точек линии — ребрам. В качестве иллюстрации рассмотрим граф G, изображенный на рисунке 1.1. Это (5, 6)-граф, VG = {1, 2, 3, 4, 5}, EG = {{1, 2}, {1, 5}, {2, 3}, {2, 4}, {2, 5}, {4, 5}}. 
Вершины 1 и 2 смежны, а 1 и 3 не смежны. Вершина 1 и ребро {1, 2} инцидентны. 

Приведем примеры некоторых графов специального вида.

Граф G называется полным, если любые две его вершины смежны, т. е. EG=(VG)(2). Полный граф порядка n обозначается символом Kn, число ребер в нем равно 
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. На рисунке 1.2 изображены графы Kn, n <= 5.
Граф называется пустым, если в нем нет ребер. Пустой граф порядка n обозначается через On.
Матрицы, ассоциированные с графом
Далее элемент матрицы M, занимающий позицию (i, j), обозначается символом Mij. Матрица, каждый элемент которой равен 0 или 1, называется бинарной.
Пусть G — помеченный граф порядка n, VG ={1, 2, ..., n}. Определим бинарную n*n-матрицу A=A(G), положив
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A(G) называется матрицей смежности графа G. Это симметрическая матрица с нулями на диагонали. Число единиц в строке равно степени соответствующей вершины.
Аналогично определяются матрицы смежности А мульти- и псевдографов: Aij равно числу ребер, соединяющих вершины i и j (при этом петля означает два ребра).

Так же определяется матрица смежности A(G) ориентированного графа G:
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Здесь AG — множество дуг орграфа G.
Очевидно, что любая квадратная бинарная матрица является матрицей смежности некоторого ориентированного графа. На рис. 6.1 изображен ориентированный граф с матрицей смежности. 

Абстрактный граф приводит к различным матрицам смежности в зависимости от нумерации вершин. 
Определим матрицу инцидентности графа. Пусть G-(n, m)-граф, VG = {1, 2, ..., n}, EG = {e1, e2, ..., em}. Определим бинарную nm-матрицу I = I(G) условиями:
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Матрица I называется матрицей инцидентности графа G. В каждом ее столбце ровно две единицы, равных столбцов нет. Как и выше, соответствие GI(G) является биекцией множества помеченных (n, m)-графов с занумерованными ребрами на множество nm-матриц, удовлетворяющих описанным условиям.
Для ориентированных графов определение матрицы инцидентности I видоизменяется:
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Метрические характеристики графа
Пусть G — связный граф, а u и v — две его несовпадающие вершины. Длина кратчайшего (u, v) -маршрута (он, естественно, является простой цепью) называется расстоянием между вершинами u и v и обозначается через d(u, v). Положим еще d(u, u)=0. Очевидно, что введенное таким образом расстояние удовлетворяет следующим аксиомам метрики:
5) d(u, v)>= 0,
6) d(u, v) = 0 тогда и только тогда, когда u = v,
7) d(u, v)= d(v, и),
8) d(u, v)+d(v, w) >= d(u, w) (неравенство треугольника).
Для фиксированной вершины u величина
называется эксцентриситетом вершины u. Максимальный среди всех эксцентриситетов вершин называется диаметром графа G и обозначается через d(G). Тем самым
Вершина v называется периферийной, если e(v)=d(G). Простая цепь длины d(G), расстояние между концами которой равно d(G), называется диаметральной цепью.
Для иллюстрации обратимся к графу на рис. 8.1. Здесь d(1, 2)=1, d(1, 3)=2; e(1)=2; d(G)=2. Все вершины, кроме вершины 2, являются периферийными, (1, 2, 3) — диаметральная цепь.
Минимальный из эксцентриситетов вершин связного графа называется его радиусом и обозначается через r(G):
Очевидно, что радиус графа не больше его диаметра.
Вершина v называется центральной, если e(v)= r(G). Множество всех центральных вершин графа называется его центром. Граф может иметь единственную центральную вершину или несколько центральных вершин. Наконец, центр графа может совпадать с множеством всех вершин.
Задача нахождения центральных вершин графа постоянно возникает в практической деятельности людей. Пусть, например, граф представляет сеть дорог, т. е. вершины его соответствуют отдельным населенным пунктам, а ребра — дорогам между ними. Требуется оптимально разместить больницы, магазины, пункты обслуживания. В подобных ситуациях критерий оптимальности часто заключается в оптимизации «наихудшего» случая, т. е. в минимизации расстояния от места обслуживания до наиболее удаленного пункта. Следовательно, местами размещения должны быть центральные вершины графа.
Инварианты графа

Условимся использовать обозначения

[image: image585.png]


 - изоморфизм графов G и G’;

М – множество, элементами которого могут быть числа, векторы, многочлены, матрицы, системы чисел;

F – функция, которая каждому графу G  ставит в соответствие некоторый элемент f(G)  из множества М.

Функцию f называют инвариантом, если на изоморфных графах ее значения совпадают, т.е. для любых графов G и G’ выполняется соотношение  [image: image587.png]


 ↔ 

f(G) = f(G’).
Кликой называют всякий наибольший полный подграф данного графа, размер клики – число вершин в ней. 

Определим наиболее важные инварианты графа.

10. Вектор степеней графа 
[image: image588.wmf])

,

(

E

V

G

=

 - это упорядоченный (по возрастанию или убыванию) перечень 
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20. Число внешней устойчивости или плотности 
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 - это число вершин максимальной клики в графе  G. Другими словами, 
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 - это наибольшее количество попарно смежных вершин в G. 

Иногда плотность 
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 называют кликовым числом. 

Наименьшее число клик графа G, покрывающих множество V, называется числом кликового покрытия и обозначается через с(G). 

30. Число внутренней устойчивости или неплотность 
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 - это наибольшее количество его попарно несмежных вершин. Приведем другое определение. Подмножество 
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не смежна. Т.е. если 
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 независимо в G , то порожденный подграф 
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 состоит только из изолированных вершин. 

Независимое множество называется максимальным, если оно не является собственным подмножеством другого независимого множества. 

Наибольшее по мощности независимое множество в графе G называется наибольшим, а его мощность равна 
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Примечание. Для всякого полного графа 
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Задачи определения точного значения 
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40. Хроматическое число. 

Рассмотрим правильные k-раскраски графа G. Минимальное число k, при котором граф G является k-раскрашиваемым, называется хроматическим числом этого графа и обозначается 
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называется минимальной. 

Если для графа G 
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, то G называется бихроматическим. 

50. Число компонент связности K(G).

60. Числом Хадвигера  
[image: image610.wmf])
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 связного графа G называется количество вершин наибольшей клики, на которую можно стянуть данный граф.
Деревья
Деревом называется связный граф, не содержащий циклов. Любой граф без циклов называется ациклическим (или лесом). Таким образом, компонентами леса являются деревья. На рис. 13.1 изображены все деревья шестого порядка.
Существует несколько вариантов определения дерева; некоторые из них отражены в следующей теореме.
Теорема. Для (n, m)-графа G следующие ут​верждения эквивалентны .
3) G — дерево;
4) G — связный граф и m =  n — 1;
3) G — ациклический граф и m = n — 1;
4)  любые две несовпадающие вершины графа G соединяет единственная простая цепь;
5) G — ациклический граф, обладающий тем свойством, что если какую-либо пару его несмежных вершин соединить ребром, то полученный граф будет содержать ровно один цикл.
[image: image611.png]



Задача об остове минимального веса(о кратчайшем остове): связном взвешенном графе (G, w) порядка n найти остов минимального веса.
Алгоритм Краскала, решающий эту задачу, заключа​ется в следующем.
3. Строим граф t1 = Оn + е1, присоединяя к пустому графу на множестве вершин VG ребро е1 принадлежит EG минимального веса.
4. Если граф Ti уже построен и i<n— 1, то строим граф Ti+1 — Ti + ei+1 ,  где ei+`1 — ребро графа G, имеющее минимальный вес среди ребер, не входящих в Ti и не со​ставляющих циклов с ребрами из Тi.
Алгоритм Прима отличается от алгоритма Краскала только тем, что на каждом этапе строится не просто ацик​лический граф, но дерево. Именно:
8. Выбираем ребро е1 = аb минимального веса и стро​им дерево T1 полагая VT1 = {а, 6}, ЕТ1 = {е1}.
2. Если дерево Ti порядка i +1 уже построено и i<n— 1, то среди ребер, соединяющих вершины этого дерева с вершинами графа G, не входящими в Ti, выбира​ем ребро ei+1  минимального веса. Строим дерево Ti+1, при​соединяя к Ti ребро ei+1 вместе с его не входящим в Тi концом.
Цикл в графе называется эйлеровым, если он содер​жит все ребра графа. Связный граф, в котором есть эйле​ров цикл, называется эйлеровым графом. Такой граф можно нарисовать, не отрывая карандаша от бумаги и не повторяя линий.
Например, граф, изображенный на рис. 4.3, является эйлеровым, поскольку он содержит эйлеров цикл (1, 2, 3, 4, 5, 6, 4, 2, 6, 1). В этом графе есть и другие эйлеровы циклы. Ясно, что любые два таких цикла отличаются друг от друга только порядком обхода ребер.
Помимо задачи о кёнигсбергских мостах известен ряд других старинных занимательных задач (головоломок), решение которых сводится к выяснению вопроса «являет​ся ли граф эйлеровым?». В одной из них требуется обри​совать фигуру, именуемую саблями (знаком) Магомета (рис. 4.4), не отрывая карандаша от бумаги и не повто​ряя линий.
Теорема. (Л. Эйлер, 1736 г.). Связный граф является эйлеровым тогда и только тогда, когда степени всех его вершин четны.
Гамильтонов граф — в теории графов это граф, содержащий гамильтонову цепь или гамильтонов цикл.

Гамильтонов путь (или гамильтонова цепь) — путь (цепь), содержащий каждую вершину графа ровно один раз. Гамильтонов путь, начальная и конечная вершины которого совпадают, называется гамильтоновым циклом. Гамильтонов цикл является простым остовным циклом. Задача определения содержит ли данный граф гамильтонов цикл является NP-полной.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ЛОГИКА
Логические операции над двумя высказываниями

     

Очевидно различных логических операций над двумя высказываниями имеется столько, сколько существует различных  третьих столбцов в соответствующих таблицах истинности, а именно 24=16. Условимся обозначать эти операции символом fk и представим их следующей “сводной” таблицей истинности:

	 x
	  y
	 f0
	 f1
	 f2
	 f3
	 f4
	 f5
	 f6
	 f7
	 f8
	 f9
	 f10
	 f11
	 f12
	 f13
	 f14
	 f15

	  0
	  0
	 0
	  0
	  0
	 0
	 0
	  0
	 0    
	 0
	  1 
	  1 
	  1
	  1
	  1
	  1
	   1
	  1   

	  0
	  1
	 0
	  0
	  0
	 0
	 1
	  1
	 1    
	 1
	  0 
	  0 
	  0
	  0
	  1
	  1
	   1
	  1   

	  1
	  0
	 0
	  0
	  1
	 1
	 0
	  0
	 1    
	 1
	  0 
	  0 
	  1
	  1
	  0
	  0
	   1
	  1   

	  1
	  1
	 0
	  1
	  0
	 1
	 0
	  1
	 0    
	 1
	  0 
	  1 
	  0
	  1
	  0
	  1
	   0
	  1


Совокупность из 16 операций fk можно разбить на 3 группы:

I.    f0 (0, f15 (1.                 

II.   f3 =

,      f5 =

,         f10 =

,        f12 =

.

III. f1 =

,                     f7 =

,                                       

       f14 =

,                   f8 = 

,                                                   

       f13 =

,                 f2 =

, 

       f11 =

,                 f4 =

,

      f9 = 

,                    f6= 

.

Формулы в АВ строятся по следующим правилам:

 10. Переменная есть формула.    

 20.Если F и Ф - формулы, то и (F , (F(Ф), (F(Ф), (F(Ф), (F(Ф) - тоже формулы.

30. Любая формула имеет вид, 10 или 20.

Например, выражение  

 является формулой.

Эквивалентные формулы.

1. Для конъюнкции и дизъюнкции:

              

,      

                                       

              

(закон противоречия), 

(закон исключенного третьего) 

              

,      

                                       

              

,       

                                       

2. Для отрицания, конъюнкции и дизъюнкции:
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Здесь (6) и (7) иногда называют законами де Моргана.

3. Законы дистрибутивности
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Обозначив через x1 ( x2  любую из функций x1  x2 , x1 ( x2 . Тогда функция x1 ( x2  обладает свойством ассоциативности
                             (x1 ( x2  )( x3   = x1  ( ( x2  ( x3  ).           

Совершенные формы.
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                  (1)

Разложение вида (1) называется совершенной дизъюнктивной нормальной формой (с.д.н.ф.) и позволяет использовать следующий алгоритм построения с.д.н.ф. для всякой булевой функции f= f(x1, ..., xn), если f(0.

Этап 1. В таблице, задающей f(x1, ..., xn), отмечаем все строки ((1, ..., (n), в которых 
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Этап 2. Для каждой отмеченной строки образуем конъюнкцию
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Этап 3. Все полученные конъюнкции (1) соединим знаком дизъюнкции (.

Преобразовать булеву формулу к с.д.н.ф. можно с помощью эквивалентных формул. Для этого избавляемся от импликации и эквиваленции и приводим формулу к д.н.ф. Далее дополняем недостающие переменные с помощью закона исключенного третьего.



                          (3)

Каждую булеву функцию f(x1,..., xn)(1 можно представить в виде (3), где выражение (3) называется с.к.н.ф.

Формулу F можно привести к с.к.н.ф. в два этапа.

Этап 1. Приведение F к виду к.н.ф. (F) с помощью законов (9.1)-(9.13).

Этап 2. Приведение к.н.ф. (F) к с.к.н.ф. [F]

Преобразование к.н.ф. (F) в с.к.н.ф. [F] осуществляется на базе закона дистрибутивности следующим образом:

Пусть к.н.ф. 
[image: image617.wmf]F

 содержит элементарную дизъюнкцию  
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 и пусть D не включает в себя переменную 
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. Тогда осуществляем следующее тождественное преобразование:
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Упражнение 1.  Привести к с.к.н.ф. формулу

F=F(x1, x2, x3, x4) =((x1(x3 (x2(x3)( x1 ( x2 ( x4)

Этап 1. Приведем к к.н.ф.



                    (2)

Этап 2. Преобразование к.н.ф. в с.к.н.ф. с помощью законов дистрибутивности.

А= (x1 ( x3 ( x2 ( x4(x4) = (x1 ( x3 ( x2 (x4) (x1 ( x3 (x2 ((x4)
В= x1 ( x2 ( x4 ( x3(x3=(x1 ( x2 ((x4 ( x3) (x1 ( x2 ((x4 ((x3)

А и В содержат одинаковый сомножитель (подчеркнуты). Поэтому осуществляет операцию приведения подобных членов: в А или В заменяем его на 1 или, что то же самое, вычеркиваем его из А или из В. 

Окончательно имеем с.к.н.ф.

F = АВ= (x1 ( x3 ( x2 ( x4) (x1 ( x3 ( x2 ((x4) (x1 ( x2 ((x4 ((x3).

РАСПОЗНАЮЩИЕ КОНЕЧНЫЕ АВТОМАТЫ

Распознающими конечными автоматами являются конечные автоматы, результатом работы которых является обнаружение некоторого свойства в заданном тексте. Обработку произвольного слова 
[image: image621.wmf]a

 во входном алфавите 
[image: image622.wmf]A

 автомат начинает из специально выделенного начального состояния. В каждый такт дискретного времени на вход автомата поступает очередная буква обрабатываемого слова, под ее воздействием автомат меняет свое состояние; состояние в которое автомат перейдет, определяется предыдущим его состоянием и прочитанной буквой входного слова. Над словом длины 
[image: image623.wmf]l

 автомат работает 
[image: image624.wmf]l

 тактов. Результат работы автомата определяется состоянием, в котором он оказывается по ее завершении.

Формально конечный автомат 
[image: image625.wmf]K

 определяется как совокупность 
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 – множество состояний автомата; 
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 – входной алфавит; 
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 – специально выделенное состояние автомата, именуемое начальным состоянием; 
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 – функция переходов конечного автомата, представляющая собой отображение типа 
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 под воздействием буквы 
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 должен перейти в состояние 
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); 
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 – специально выделенное подмножество состояний автомата, которые условно называются «хорошими», 
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. (соответственно «плохими» называются состояния из множества 
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 обозначим состояние, в котором оказывается автомат 
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 через 
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 тактов работы над этим словом (здесь 
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Слово 
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 принимается автоматов 
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, если 
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 принадлежит языку 
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, если данное слово принимается автоматом 
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. Язык 
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 называется языком, распознаваемым данным конечным автоматом. 

Определение 1. Язык 
[image: image657.wmf]L

 называется регулярным, если для него можно построить распознающий конечный автомат.

Конечный автомат удобно задавать диаграммой его переходов. Диаграмма представляет собой ориентированный граф, вершины которого одноименны состояниям автомата; дуга из вершины 
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 проводится тогда и только тогда, когда 
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 осуществляется под воздействием любой из букв некоторого подмножества 
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, все буквы этого подмножества подписываются над соответствующей дугой (вместо перечня всех букв допускается сокращенная запись «
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». Если произвольное состояние 
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 входит в 
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, то данный факт на диаграмме отмечается жирным кружком, выделяющим вершину 
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На рис.1 примера 1 показана диаграмма автомата 
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 из этого состояния не выходит; под воздействием буквы 
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 реализуется переход в состояние 
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; любая далее поступающая буква оставляет автомат в том же состоянии. Таким образом, автомат 
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 распознает язык 
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, состоящий из слов, имеющих в своем составе букву 
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