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ВВЕДЕНИЕ

Задача оптимизации - это задача, в которой  необходимо найти наилучшее, наихудшее или другое <экстремальное> решение среди всех допустимых. Исследование таких задач в математической  постановке и методов их решения занимаются математическое программирование.

Оптимизационные задачи в неразвитой форме рассматривались ещё в античности. Однако вплоть до середины  XIX-го века такие задачи исследовались математиками эпизодически.  Считается, что впервые задача поиска экстремума была рассмотрена и решена (теоретически) в 1629 году математиком Ферма (теорема Ферма: градиент функции в точке её экстремума равняется нулю, ∂ƒ(x)/∂x   =0 ). Условия экстремума  II-го порядка, т.е. через II-е  производные, были получены позже Ньютоном и Лейбницем.


Задача экстремума функции – это примеры задач конечномерной оптимизации. В этих задачах имеется лишь конечномерное число переменных, или, что, то же самое, размерность множества допустимых решений ограничена. Другой класс задач оптимизаций, связанный с  бесконечномерной ситуацией, начал разрабатываться после работ Бернулли ( XVIII  в.). Примером задачи такого рода может служить задача  о брахистохроне, известная с античности (задача поиска траектории наискорейшего спуска тела на землю). Условие экстремума I-го порядка, т.е.  через первые производные, для таких задач получил Эйлер, а II-го порядка,- Лежандр и Якоби.


Задачи, о которых  шла речь, выше, отличаются тем, что  в них на переменные не накладываются никаких ограничений. Такие задачи называются задачами безусловной оптимизации. На практике чаще всего  приходится решать задачи с ограничениями на значения переменных, т.е. задачи условной оптимизации. Теория таких задач начала развиваться с  XVIII в. (правило множителей Лагранжа). Причем в классической математике рассматривали только ограничения в виде равенств.

Пример. x2 -2xy+2y2 →при x+y=1


Задачи с ограничениями в виде неравенств начали интенсивно прорабатываться лишь в XX в. Первые работы по задачам условной оптимизации с ограничениями общего вида появилось в конце 30-х-начале 40-х г.г.  XX в.


В области оптимизации много результатов было достигнуто Чикагской математической школой. В 1939 году аспирант Чикагского университета Каруш получил необходимые условия экстремума для  конечномерных задач.

Но его работа была забыта. Примерно в тоже время аналогичные результаты получил Фриц Джон. Его работа тоже была забыта. Параллельно Чикагской школе в области условной оптимизации  шли работы и в СССР . В 1939 году Канторович написал работу по применению и решению задач условной оптимизации в экономике. Его работы также были на время забыты.


Интерес к задачам оптимизации и методов их решения появился в годы войны о послевоенные годы. В военные годы Британское военное командование призвало учёных на помощь в решении задач наилучшего использования ограниченных сырьевых, технологических, технических и людских ресурсов. Работы в этой области получили название исследование (военных) операций. Считается, что благодаря этим работам была одержана победа над Германией в воздушной битве за Англию, а также был одержан ряд побед в Тихом Океане. Особенностью исследования операций явилось широкое применение математических методов оптимизации.


После успешного опыта Англии методы исследования операций были развиты в США и по всему миру. После войны западные компании осознали, что борьба за рынок мало чем отличается от войны, и решили привлечь, высвободившихся специалистов по исследованию операций в экономике получило большое распространение в Англии, через 10т лет в США, а затем и по всему миру.


В послевоенные годы американский  математик Данциг разработал теорию и методы решения линейных оптимизационных задач. Такие задачи получили название задач линейного программирования (ЗЛП).


В эти годы Данциг, Гейл, Кун и Таккер разработали теорию двойственного линейного программирования (ЛП) – особую форму условий экстремума. После работ в области ЛП начали развиваться обобщения на нелинейный случай. Задачи, в которых необходимо найти экстремум нелинейной функции при нелинейных ограничениях получили название задач математического программирования – не совсем удачный термин, учитывая то, что он так же обозначает всю область оптимизации и условной оптимизации.


В 1950 условия экстремума для таких задач были получены Куном и Таккером, и получили широкую известность. Эти условия практически ничем не отличались от полученных в довоенные годы Карушем и Джоном. 


Следующий рывок в методах оптимизации был достигнут при изучении задач оптимального управления (бесконечномерная оптимизация). В 1956-1958 г.г. Понтрягин, Болтянский и Гамкрелидзе получили необходимое условие экстремума в таких задачах - принцип максимума Понтрягина. Американец Р. Беллман получил эти же условия, но в другой форме на основе идей т.н. динамического программирования.


В 60-е годы появился цикл работ (Дубовицкий и Милютин, Пшеничный, Нейштадт, Варга, Халкин), в которых были даны общие схемы получения условий экстремума, которые охватили и условия Каруша-Куна-Таккера и принцип максимума как частные случаи. Рокафеллар в своих работах  развил методы выпуклого анализа, который оказался  очень удобным в исследовании задач оптимизации.


Помимо теоретических основ оптимизации, начиная с 40-х годов, стали развиваться численные методы решения таких задач. К середине 60-х годов эти методы оформились в самостоятельное научное направление. Большую роль в их развитии сыграли математики- статистики и физики- прикладники.


В настоящее время множество численных методов оптимизации реализовано в виде компьютерных программ и широко доступно. В частности, не очень сложные задачи можно решать в обычных электронных табличных процессорах(например, в табличном процессоре MS Excel  с помощью опции <Поиск решения…> в меню Сервис). 

Несмотря на это для успешного приложения этих возможно с ритмов и решаемых задач.


В нашем курсе мы рассмотрим теорию и методы конечномерной оптимизации, помимо тех разделов, которые относятся к курсам математического анализа и численных методов.

Основные этапы математического моделирования
С некоторой долей условности принятия решения с использованием математического моделирования можно разбить на несколько этапов.
1 этап. Создание качественной модели. Выделение важных факторов, зависимостей и ограничений, выяснение и уточнение целей решения задач.

2 этап. Создание математической модели, т.е. формализация качественной модели, её упрощение и огрубление. Мат. модель включает в себя:

1. Совокупность переменных  х= (x1, x2 ,…xn), -её называют решением задачи, планом задачи и т.д. Набор обозначений, необходимых для формирования модели.

2. Целевая функция (ЦФ)- функция переменных  которую нужно максимизировать или минимизировать. Целевую функцию обозначают Z(x)  или F(x). Другие названия ЦФ: критерий, функция цели.

3. Система ограничений (СО), накладываемых на переменные x/

СО задает множество допустимых решений (МДР или Х) задачи математического программирования: Z(X)-exstr при x Є Х

3 этап. Решение полученной задачи.

4 этап.  Сравнение решений с реальной ситуацией, т.е. тестирование модели. Внесение необходимых поправок в качественную и/или математическую модели, подгонка модели.

5 этап. Подготовка модели к эксплуатации, её использование. 

1. графический метод решения задач линейного

программирования

1.1 . основные определения
Математической моделью экономической задачи называется совокупность математических соотношений, описывающих рассматриваемый экономический процесс.

Для составления математической модели необходимо:

1) выбрать переменные задачи;

2) составить систему ограничений;

3) задать целевую функцию.

Переменными  задачи называются величины x1, x2,…, xn, которые полностью характеризуют экономический процесс. Их обычно записывают в виде вектора X=( x1, x2,…, xn).

Системой ограничений задачи называются совокупность уравнений и неравенств, которым удовлетворяют переменные задачи и которые следуют из ограниченности ресурсов или других экономических условий, например условия положительности переменных. В общем случае они имеют вид:
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Целевой функцией называют функцию Z(x)=f( x1, x2,…, xn) переменных задачи, которая характеризует качество выполнения задачи и экстремум которой требуется найти.

Общая задача математического программирования:
Найти переменные задачи  x1, x2,…, xn, которые обеспечивают экстремум функции:

 Z(x)=f( x1, x2,…, xn) (max (min)                                                          (1)
и удовлетворяют системе ограничений:
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                                                              (2)

Если целевая функция (1) и система ограничений (2) линейны, то задача математического программирования называется задачей линейного программирования (ЗЛП).

Допустимым решением (планом) задачи ЛП называется любой              n-мерный вектор X=( x1, x2,…, xn), удовлетворяющий системе ограничений и условиям неотрицательности. Множество допустимых решений задачи образует область допустимых решений.

Оптимальным решением (планом) ЗЛП называется такое допустимое решение (план) задачи, при котором целевая функция достигает экстремума.

Каноническая ЗЛП имеет вид:

Z(x)= с1x1+с2x2+…+сnxn((max) min,
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Она отличается от других задач тем, что ее система ограничений является системой уравнений и все переменные неотрицательные.
При необходимости перехода от неравенства к уравнению вводят дополнительные положительные переменные со знаком  “(”, если неравенство “(”, со знаком “+”, если неравенство “≤”. Дополнительные переменные вводятся в целевую функцию с коэффициентом, равным нулю.

1. 2. графический метод решения задач линейного

программирования

Графический метод используется для решения задач с двумя переменными следующего вида:
Z(x)= с1x1+с2x2 (max (min),                                                                 (4)
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                                                                                 (5)

х1 ( 0, х2 ( 0.                                                                                            (6)
Данный метод основывается на возможности графического изображения области допустимых решений задачи и нахождения среди них оптимального решения.

Область допустимых решений задачи строится как пересечение (общая часть) областей решений каждого из заданных ограничений (5) и (6).

Областью решений линейного неравенства аi1x1+ аi2x2≤bi  является одна из двух полуплоскостей, на которые прямая аi1x1+ аi2x2=bi,соответствующая данному неравенству, делит всю координатную плоскость.
Для того, чтобы определить, какая из двух координатных полуплоскостей является областью решений, достаточно координаты какой-либо точки, не лежащей на прямой, подставить в неравенство: если оно удовлетворяется, то областью решений является полуплоскость, содержащая данную точку, если же неравенство не удовлетворяется, то областью решений является полуплоскость, не содержащая данную точку.

Областью допустимых решений задачи является общая часть полуплоскостей – область решений всех неравенств системы ограничений.

Для нахождения среди допустимых решений оптимального решения используют линии уровня и опорные прямые.

Линией уровня называется прямая, на которой целевая функция задачи принимает постоянное значение. Уравнение линии уровня в общем случае имеет вид:

с1x1+ с2x2=l, где l=const                                                                         (7)
Все линии уровня параллельны между собой. Их нормаль 
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Опорной прямой называется линия уровня, которая имеет хотя бы одну общую точку с областью допустимых решений и по отношению к которой эта область находится в одной из полуплоскостей.

Область допустимых решений любой задачи имеет не более двух опорных прямых, на одной из которых может находиться оптимальное решение (рис. 1). 
Значения целевой функции на линиях уровня возрастают, если линии уровня перемещать в направлении их нормали, и убывают при перемещении линий уровня в противоположном направлении.

Графическим методом решаются задачи линейного программирования, записанные в каноническом виде и удовлетворяющие условию:

n-r ≤ 2,                                                                                                      (8)
где n – число неизвестных системы ограничений;

      r – ранг системы векторов условий.

Если уравнения системы линейно независимы, то ранг r равен числу уравнений системы m.  
Пример 1. Решить графическим методом задачу линейного программирования:
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Решение: 1. Проверяем, применим ли графический метод при решении данной задачи. Нетрудно видеть, что любые два вектора-условий, например
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линейно независимы, так как их координаты непропорциональны. Поэтому ранг системы векторов-условий r=2. Находим n-r = 4-2 = 2 ≤ 2. Следовательно, метод применим.
   2. Приведем систему ограничений к равносильно-разрешенной модифицированным методом Жордана-Гаусса:

[image: image8.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

5

9

2

1

1

1

3

3

2

1

 ~ 
[image: image9.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

5

4

2

1

1

1

1

2

1

0

 ~ 
[image: image10.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

1

4

1

1

0

1

1

2

1

0

 ~ 
[image: image11.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

4

1

1

2

1

0

1

1

0

1


Последней матрице соответствует следующая разрешенная система:
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                                           (*), 
где х1,х2 – базисные неизвестные;
      х3,х4  -  свободные.
Исключим базисные неизвестные х1 и х2 из целевой функции:
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       3. отбросим в уравнениях – ограничениях неотрицательные базисные неизвестные х1 и х2 и заменим знаки равенства знаками « ≤ ». В результате получим эквивалентную задачу линейного программирования с двумя переменными х3 и х4, которую решим графическим методом:
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при ограничениях:
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Найдем область допустимых решений. Каждое неравенство системы ограничений представляет собой некоторую полуплоскость с соответствующей границей – прямой:

l1: -x3+x4=1, следовательно х4=1+х3       
	х3
	0
	1

	х4
	4
	2


l2: 2x3+x4=4, следовательно х4=4-2х3      
l3: x3 =0,
l4: x4 =0.

Для нахождения соответствующей полуплоскости в неравенства системы ограничений подставляем координаты точки О (0; 0). Таким образом, ОАВС – искомая область допустимых решений (рис. 2).

Строим для линий уровня 4х3+х4+5=С нормальный вектор 
[image: image16.wmf])
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строим одну из линий уровня (на рис. 2 она проходит через начало координат 
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). Так как задача на максимум, то перемещаем линию уровня в направлении 
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 до опорной прямой. В данном случае опорной прямой является прямая, проходящая через точку пересечения граничных прямых l2 и l4, т.е. через точку С= l2 ( l4. Для определения координат точки С можно решить систему уравнений:
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или определить, если это возможно, из графика. В любом случае, координаты точки С (2; 0).
Оптимальное решение эквивалентной задачи 
[image: image21.wmf])

0

;

2

(

*

=

х

 при этом

Fmax 
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  4. Используя разрешенную систему (*) найдем оптимальное решение исходной задачи. Решим (*) относительно базисных неизвестных х1 и х2, получим:


[image: image23.wmf]î

í

ì

-

-

=

-

+

=

4

3

2

4

3

1

2

4

1

х

х

х

х

х

х


С учетом оптимального решения задачу с двумя неизвестными:
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следовательно, искомое оптимальное решение:
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2. симплексный метод решения задач линейного

программирования

Симплексный метод основывается на следующем:

1) область допустимых решений ЗЛП является выпуклым множеством с конечным числом условных точек;

2) оптимальным решением ЗЛП является одна из угловых точек области допустимых решений;

3) угловые точки допустимых  решений алгебраически представляют некоторые базисные (опорные) решения системы ограничений задачи.
Данный метод состоит в целенаправленном переборе опорных решений ЗЛП. Он позволяет за конечное число шагов расчета либо найти оптимальное решение, либо установить его отсутствие.

Основное содержание симплексного метода (СМ):
1) найти начальное опорное решение;

2) осуществить переход от одного опорного решения к другому, на котором значение целевой функции ближе к оптимальному;

3) определить критерий завершения процесса решения задачи, позволяющие своевременно прекратить перебор решений на оптимальном решении или сделать заключение об отсутствии решения.
2.1 опорное решение задачи линейного программирования

Пусть имеется ЗЛП в канонической форме:

Z(x)= с1x1+с2x2 +…+ сnxn(max (min),                                                                 
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            хj  ( 0, (j,  bi ( 0, (i.
Будем считать, что правые части всех уравнений системы ограничений неотрицательны. Если в каком-либо уравнении правая часть отрицательна, то это уравнение нужно умножить на -1.

Опорным решением ЗЛП называется такое допустимое решение            X=(x10, x20, …, xm0, 0, …,0), для которого векторы условий (столбцы коэффициентов при неизвестных в системе ограничений) А1, А2, …, Аm, соответствующие положительным координатам, линейно независимы. 

Число отличных от нуля координат опорного решения не может быть больше ранга r системы векторов условий (числа линейно независимых уравнений системы ограничений). В дальнейшем будем считать, что система ограничений состоит из линейно независимых уравнений, т.е. r=m.
Если число отличных от нуля координат опорного решения равно m, то решение называется невырожденным, в противном случае (< m) – вырожденным.
Базисом опорного решения называется базис системы векторов условий задачи, включающий в свой состав векторы, соответствующие отличным от нуля координатам опорного решения.
Базисное решение находится методом Жордана – Гаусса. При этом разрешающие элементы для преобразований Жордана  необходимо выбирать из условия, обеспечивающего неотрицательность правых частей уравнений системы,
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Здесь k – номер вектора условия Аk,, вводимого в базис (номер выбираемого столбца матрицы системы ограничений), а l – номер вектора Аl, выводимого из базиса (номер строки матрицы системы, в которой следует выбирать разрешающий элемент для преобразований Жордана).

С помощью данного условия можно выбирать разрешающий элемент в любом столбце k матрицы системы ограничений, в котором имеется хотя бы один положительный элемент. Если при выборе разрешающего элемента данное условие нарушается, в правой части системы уравнений появляются отрицательные величины.
Используя данное условие, можно получить допустимое базисное решение, которое является начальным опорным решением.

Аналогичное условие используется при переходе от одного опорного решения к другому.

2.2.  алгоритм симплексного метода

Оптимальное решение ЗЛП можно найти путем перебора не всех, а только части опорных решений. Для этого необходимо каждое опорное решение проверять на оптимальность и переход от одного опорного решения к другому осуществлять таким образом, чтобы значение целевой функции увеличивалось в задаче на максимум или уменьшалось, а задаче на минимум.

При переходе от одного опорного решения х1 к другому х2 приращение целевой функции находится по формуле:

(Zk=Z(x2)- Z(x1)= -(ok (k                                                                       (10)
то есть

Z(x2)= Z(x1) - (ok (k                                                                                (11)

Здесь k – номер вектора, вводимого в базис опорного решения; (k - оценка разложения вектора условий Аk по базису опорного решения, вычисляем по формуле:
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или в векторной зависимости
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где  С(=(с1, с2, …, сm) – вектор коэффициентов целевой функции при базисных переменных;  Хk =(x1k, x2k, …, xmk)  - вектор коэффициентов разложения вектора 
Аk по базису опорного решения; Сk – коэффициент целевой функции при переменной хk.

Если в задаче линейного программирования на максимум (минимум) хотя бы для одного выбора  условий оценка разложения по базису невырожденного опорного решения отрицательная (положительная), то опорное решение может быть улучшено, то есть можно найти новое опорное решение, на котором значение целевой функции будет больше (меньше).

Чтобы обеспечить наибольшее изменение целевой функции при переходе от одного опорного решения к другому, векторы, выводимый из базиса и водимый базис опорного решения, необходимо выбирать, исходя из условий:

1) в задаче на максимум
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2) в задаче на минимум
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В упрощенном варианте вектор, вводимый в базис, можно выбрать, исходя из условий:

1) в задаче на максимум   
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}

k

k

D

min

                                                             (16)

2) в задаче на минимум   
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Опорное решение ЗЛП на максимум (минимум) является оптимальным, если для любого вектора условий оценка разложения по базису, опорного решения неотрицательная (неположительная), то есть:

1) в задаче на максимум   
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2) в задаче на минимум   
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Оптимальное решение ЗЛП является единственным, если для любого вектора условий, не входящего в базис, оценка отлична от нуля, то есть
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Здесь предполагается, что в базис оптимального решения входят первые m векторов.
Задача линейного программирования имеет бесконечное множество оптимальных решений, если при оптимальном решении оценка хотя бы одного вектора условия, не входящего в базис, равна нулю, то есть
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ЗЛП не имеет решения ввиду неограниченности целевой функции, если для какого-либо из векторов условий Аkс оценкой (k, противоречащий признаку оптимальности, среди коэффициентов разложения по базису опорного решения нет положительного, то есть:

1) в задаче на максимум   
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     2) в задаче на минимум     
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пример 2.  Решить задачу линейного программирования симплексным методом:

Z(x)=x1+x2+x3 –x4( max, 
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Решение: Приводим задачу к каноническому виду. Для этого в левую часть второго и третьего ограничений-неравенств типа « ≤ » вводим соответственно дополнительные положительные переменные х5 и х6 со знаком « ( ». В целевую функцию х5 и х6  входят с коэффициентом 0. Получаем:

Z(x)=x1+x2+x3 –x4+0х5+0х6( max, 
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Система ограничений этой задачи является системой уравнений разрешенной относительно переменных х4, х5, х6 – базисные переменные. Свободные (неразрешимые) переменные приравниваем к нулю: х1= х2= х3=0. Получаем х4=6, х5= х6=10. Записываем базисное решение 
[image: image43.wmf])
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, которое является начальным опорным решением с базисом  
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По формуле (4.2.4) вычисляем оценки разложений векторов условий по базису опорного решения:

(1=сбх1-с1=(-1, 0, 0)( (1, 1, 2) – 1= -1+0+0-1= -2;
(2=сбх2-с2=(-1, 0, 0)( (1, 2, 1) – 1= -1+0+0-1= -2;

(3=сбх3-с3=(-1, 0, 0)( (2, 1, 1) – 1= -2+0+0-1= -3;

(4=сбх4-с4=(-1, 0, 0)( (1, 0, 0) –(-1)=-1+0+0+1= 0;

(5=сбх5-с5=(-1, 0, 0)( (0, 1, 0) – 0=-0+0+0-0= 0;

(6=сбх6-с6=(-1, 0, 0)( (0, 0, 1) – 0=-0+0+0-0= 0.

Опорное решение, коэффициенты разложений и оценки разложений векторов условий по базису опорного решения записываются в симплексную таблицу (табл. 1).
Таблица 1
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Для удобства вычислений оценок в верхней строке таблицы записывают коэффициенты ck целевой функции, то есть 1, 1, 1, -1, 0, 0. В первом столбце «Б» записываются векторы, входящие в базис опорного решения, то есть 
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. Порядок записи этих векторов соответствует номерам разрешенных (базисных) неизвестных в уравнениях-ограничениях. Во втором столбце таблицы «cб» записываются коэффициенты целевой функции при базисных переменных в том же порядке (-1, 0, 0). При правильном расположении коэффициентов целевой функции в столбце «cб» единичных векторов, входящих в базис, всегда равны нулю. В последней строке таблицы с оценками  (k в столбце «
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» записывается значение целевой функции на опорном решении 
[image: image58.wmf])

(

1

X

Z

, то есть  

[image: image59.wmf])

(

1

X

Z

=0+0+0-6+0+0= -6.

Начальное опорное решение не является оптимальным, так как в рассматриваемой задаче на максимум векторам 
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, 
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, 
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 соответствуют отрицательные оценки (1= -2, (2= -2, (3= -3 (не выполняется признак оптимальности).

В данном случае можно найти новое опорное решение, на котором значение целевой функции будет больше. Определим, введение какого из трех векторов приведет к большему приращению целевой функции. Приращение целевой функции находится по формуле (4.2). Вычисляем значения параметра (0k для 
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 по формуле (4. 1). Получаем 
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 при l=1            (см. табл.1). Находим возможные приращения целевой функции при введении в базис каждого из этих трех векторов и определяем наибольшее из них:
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Следовательно, для более быстрого приближения к оптимальному решению необходимо ввести в базис опорного решения либо вектор 
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, либо вектор 
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. Так как минимальное значение (01=5 достигается при l=3, то исключаем из базиса третий вектор 
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. За разрешающий элемент принимаем число 2, расположенное на пересечении первого столбца и третей строки. Выполняем преобразование Жордана с элементом х31=2. Получаем второе опорное решение 
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Это решение не является оптимальным, так как векторы 
[image: image98.wmf]2

А

 и 
[image: image99.wmf]3

А

 имеют отрицательные оценки (2= -1, (3= -2. Определяем, введение какого из векторов 
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 в базис приведет к большему приращению целевой функции:
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Вводим в базис вектор 
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.  Минимальное значение параметра (02=2 имеет место при l=1, поэтому разрешающий элемент берем в первой строке. Из базиса исключаем вектор 
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. Получаем третье опорное решение 
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Опорное решение 
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 является оптимальным, так как для всех векторов условий оценки в задаче на максимум неотрицательные. Однако данное решение не единственное, так как вектор 
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 , не входящий в базис, имеет нулевую оценку. Этот вектор нужно ввести в базис опорного решения, чтобы получить еще одно оптимальное решение. Вектор выводимый из базиса, находим с помощью параметра θ6. Так как 
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 при l=2, разрешающий элемент для следующего преобразования Жордана берем во второй строке. В базис входит вектор 
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 вместо вектора 
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Таблица 4
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Исходная задача имела четыре переменные, поэтому в ответе в оптимальном решении последние две дополнительные переменные не записываем.
Ответ: max 
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           2.3. метод искусственного базиса
Данный метод применяется для решения ЗЛП симплексным методом в случае, когда задача не имеет начального опорного решения с базисом из единичных векторов.

Согласно данному методу для ЗЛП составляется расширенная задача, которая решается симплексным методом. На основе результатов решения расширенной задачи либо находится оптимальное решение исходной задачи, либо устанавливается причина отсутствия ее решения.

Пусть имеется каноническая ЗЛП:

Z(x)= с1x1+с2x2 +…+ сnxn(max (min),                                                                 
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Без ограничения общности можно считать, что правые части уравнений системы ограничений неотрицательны, то есть 
[image: image144.wmf].
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Для исходной задачи составляют расширенную задачу. При этом используют искусственные переменные.

Искусственными переменными называются неотрицательные переменные, которые вводятся в ограничения-равенства для получения начального опорного решения с базисом из единичных векторов.

Каждая искусственная переменная вводится в левую часть одного из уравнений системы ограничений с коэффициентом +1 и в целевую функцию в задаче на максимум с коэффициентом -М, а в задаче на минимум с коэффициентом +М. Число М сколь угодно большое по сравнению с единицей (М >> 1).

В общем случае расширенная задача на максимум имеет вид:
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[image: image146.wmf].
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если расширенная задача линейного программирования имеет оптимальное решение 
[image: image147.wmf]*
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=(х1*, х1*, …, хn*, 0,…, 0) у которого все искусственные переменные равны нулю, то исходная задача имеет оптимальное решение          
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=(х1*, х1*, …, хn*), которое получается из 
[image: image149.wmf]*
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 отбрасыванием нулевых искусственных переменных (признак оптимальности решения).

Если расширенная задача имеет оптимальное решение. У которого хотя бы одна искусственная переменная отлична от нуля. То исходная задача не имеет решения ввиду несовместности системы ограничений (признак отсутствия решения ввиду несовместности системы ограничений).

Если расширенная задача не имеет решения ввиду неограниченности целевой функции, то исходная задача не имеет решения по той же причине (признак отсутствия решения ввиду неограниченности целевой функции).

Метод искусственного базиса в основном совпадает с обычным симплексным методом, но имеет некоторые особенности.
Особенности метода искусственного базиса:

1. Ввиду того, что начальное опорное решение расширенной задачи содержит искусственные переменные, входящие в целевую функцию с коэффициентом –М (в задаче на максимум) или +М (в задаче на минимум), оценки разложений векторов условий 
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 состоит из двух слагаемых ((k и (((k (M), одно из которых ((kне зависит от М, а другое         (((k (M) зависит от М.Так как М сколь угодно велико по сравнению с единицей (М >> 1), то на первом этапе расчета для нахождения векторов, вводимых в базис, используются только слагаемые оценок (((k (M).
2. Соответствующие искусственным переменным векторы, выводимые из базиса опорного решения, в дальнейшем исключаются из рассмотрения.

3. После того, как все векторы, соответствующие искусственным переменным, исключаются из базиса, расчет продолжается обычным симплексным методом с использованием оценок ((k, не зависящих от М.

Пример 3. Решить методом искусственного базиса задачу линейного программирования:
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Решение: Составляем расширенную задачу. В левые части уравнений системы ограничений вводим неотрицательные искусственные переменные с коэффициентами +1 (всегда). Данная задача – задача на нахождение минимума, поэтому х5 и х6 вводятся в целевую функцию с коэффициентом +М. Получаем:
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Приравниваем свободные переменные системы уравнений-ограничений к нулю: х1= х2= х3= х4=0, получаем начальное опорное решение  расширенной задачи 
[image: image153.wmf])
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, с базисом  из единичных векторов 
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. Вычисляем по формулам (3.2.4) оценки разложений векторов условий по базису опорного решения и записываем в симплексную таблицу (табл. 5). При этом оценки (k и 
[image: image155.wmf])

(

1

X

Z

 для удобства вычислений записываем в две строки: в первую – слагаемые ((k, не зависящие от М, во вторую – слагаемые (((k (M), зависящие от М. Значения (((k (M) удобно записывать без М, имея ввиду однако, что оно там присутствует.

Таблица 5

	Б
	ck

cб
	
[image: image156.wmf]0

А


	7 
	-13 
	-8
	10 (
	М
	М
	(1
	(2

	
	
	
	
[image: image157.wmf]1

А


	
[image: image158.wmf]2

А


	
[image: image159.wmf]3

А


	
[image: image160.wmf]4

А


	
[image: image161.wmf]5

А


	
[image: image162.wmf]6

А


	
	

	
[image: image163.wmf]5

А


	M
	3
	1
	-1
	-3
	
[image: image164.wmf]2


	1
	0
	3
	
[image: image165.wmf]2

3



	
[image: image166.wmf]6

А


	M
	2
	1
	-2
	-1
	1
	0
	1
	2
	2

	((k
	0
	-7
	13
	8
	-10
	0
	0
	

	(((k (M)
	5
	2
	-3
	-4
	3
	0
	0
	


Начальное опорное  решение не является оптимальным, так как в задаче на минимум имеются положительные оценки. Выбираем номер вектора 
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, вводимого в базис опорного решения, и вектора  
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В столбце «
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» за разрешающий элемент выбираем коэффициент 2 в первой строке и выполняем преобразование Жордана. Вектор 
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, выводимый из базиса, исключаем из рассмотрения (вычеркиваем). Получаем опорное решение 
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Данное решение не является оптимальным, так как векторы 
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 (слагаемыми без М пренебрегаем). По своему усмотрению вводим в базис вектор 
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Таблица 7
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Опорное решение  
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 не является оптимальным, так как вектор 
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 имеет положительную оценку. Вводим этот вектор базис опорного решения. В соответствующем столбце симплексной таблицы единственное положительное число, а именно 1, принимаем за разрешающий элемент для перехода к новому опорному решению. Получаем следующее опорное решение 
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, которое является оптимальным решением расширенной задачи, так как оценки для всех векторов отрицательные (табл. 8):
Таблица 8
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Исходная задача также имеет оптимальное решение, которое получается из оптимального решения расширенной задачи отбрасыванием нулевых переменных, то есть 
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Ответ: 
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3.теория двойственности

3.1. составление математических моделей двойственных задач

Любой задаче линейного программирования, называемой исходной или прямой, можно поставить в соответствие другую задачу, которая  называется двойственной или сопряженной. Обе эти задачи образуют пару двойственных (или сопряженных) задач. Каждая из задач является двойственной к другой задаче рассматриваемой пары.
В теории двойственности используются четыре пары двойственных задач (приведем их в матричной форме записи):

Исходная задача                                       Двойственная задача
                             Симметричные пары
1. Z(X)=CX (max,                                         F(Y)=BY (min,                                                 
AX ≤B;
AY (C;                             (26)
X ( (;
Y ( (.
2. Z(X)=CX (min,                                          F(Y)=BY (max,
AX (B;
AY ≤C;                             (27)

X ( (;
Y ( (.
                             Несимметричные пары
3. Z(X)=CX (max,                                         F(Y)=BY (min,                                                 
AX =B;
AY (C;                             (28)

X ( (;
Y – любое.

4. Z(X)=CX (min,                                          F(Y)=BY (max,
AX =B;
AY ≤C;                             (29)

     X ( (;
                                          Y  - любое.
Здесь  С=(с1, с2, …, сn),   Y=(y1, y2, …, ym),
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Правила составления двойственных задач:
1. Во всех ограничениях исходной задачи свободные члены должны находится в правой части, а члены с неизвестными – в левой.

2. Ограничения – неравенства исходной части должны быть записаны так, чтобы знаки неравенств у них были направлены в сторону.

3. Если неравенств ограничениях исходной задачи «≤», то целевая функция Z(X)=c0+c1x1+c2x2+…+cnxn должна максимизироваться, а если «(», то минимизировать.
4. Каждому ограничению исходной задачи соответствует неизвестное в двойственной задаче; при этом неизвестное, отвечающее ограничению-неравенству, должно удовлетворять условию неотрицательности, а неизвестное, отвечающее ограничению-равенству, может быть любого знака.

5. Целевая функция двойственной задачи имеет вид:

     F(Y)=c0+b1y1+b2y2+…+bmym,

где с0 – свободный член целевой функции Z(X) исходной задачи, b1, b2, …, bm  - свободные члены в ограничениях исходной задачи, при этом bi – свободный член именно того ограничения исходной задачи, которому соответствует неизвестная yi, a y1, y2, …, ym – неизвестные в двойственной задаче.

6. Целевая функция F(Y) двойственной задачи должна оптимизироваться противоположным по сравнению с Z(X) образом, если Z(X)(min, то F(Y)(max, если Z(X) )(max, то F(Y)( min.
7. Каждому неизвестному хj, 
[image: image229.wmf]n
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 исходной задачи соответствует ограничение в двойственной задаче. Совокупность этих n ограничений (вместе с условиями неотрицательности неизвестных yi, соответствующих ограничениям-неравенствам исходной задачи) образует систему ограничений двойственной задачи. Все ограничения двойственной задачи имеют вид неравенств, свободные члены которых находятся в правых частях, а члены с неизвестными y1, y2,…,ym – в левых. Все знаки неравенств имеют вид «(», если  F(Y)(min, и «≤», если F(Y)(max.
Коэффициенты, с которыми неизвестные  y1, y2,…,ym входят в ограничение, соответствующее неизвестному xj в ограничениях исходной задачи, а именно коэффициент при уi совпадает с тем коэффициентом при  xj, с которым xj входит в ограничение исходной задачи, соответствующее неизвестному уi.

          3.2. первая теорема двойственности

Теоремы двойственности позволяют установить взаимосвязь между оптимальными решениями пары двойственных задач. Решив одну из пары двойственных задач, можно или найти оптимальное решение другой задачи. Не решая ее, или установить его отсутствие. Возможны следующие случаи:
1) Обе задачи из пары двойственных имеют оптимальные решения;
2) Одна из задач не имеет решения в виду неограниченности целевой функции, а другая не имеет решения ввиду несовместности системы ограничений.

Теорема.  Если одна из пары двойственных задач имеет оптимальное решение, то и двойственная к ней имеет оптимальное решение; причем значения целевых функций задач на своих оптимальных решений совпадают.

Если одна из пары двойственных задач не имеет решения ввиду неограниченности целевой функции, то другая не имеет решения ввиду несовместности системы ограничений.

Пример 4. составить по общему правилу двойственную задачу к исходной задаче линейного программирования. Решить исходную задачу симплексным методом. Найти оптимальное решение двойственной задачи из первой и последней симплексных таблиц исходной задачи (с помощью векторной и матричной формул).
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Решение: Данная задача имеет вид исходной задачи первой симметричной пары двойственных задач (6.1). Записываем двойственную задачу:
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Решим исходную задачу симплексным методом. Вводя неотрицательные дополнительные переменные х4, х5, х6, приводим задачу к каноническому виду:
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Находим начальное опорное решение 
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 с базисом из единичных векторов 
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. Решение задачи симплексным методом проводим в симплексных таблицах (табл. 9):
Таблица 9
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Оптимальное решение исходной задачи 
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Оптимальное решение двойственной задачи к исходной можно найти по формуле:
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Матрица D состоит из координат векторов 
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, входящих в базис опорного решения исходной задачи:
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Матрица D-1 находится в последней симплексной таблице. Ее столбцы располагаются под столбцами единичной матрицы, то есть под единичными векторами 
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, образующих базис начального опорного решения:
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Координатами вектора С* являются коэффициенты целевой функции при базисных неизвестных оптимального решения х2, х3, х6. Данные коэффициенты записываются в том же порядке, в каком векторы условий входят в базис оптимального решения, то есть С*=(5, 2, 0).

Вычисляем 
[image: image265.wmf]).
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Оптимальное решение двойственной задачи можно найти проще, по формуле:
yj*=(j*+cj*, 
[image: image266.wmf]3
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Для этого необходимо к оценкам разложений по базису оптимального решения векторов 
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, входящих в базис начального опорного решения, то есть к оценкам этих векторов в последней симплексной таблице, прибавить соответствующие коэффициенты целевой функции:

у1*= 3+0=3,  у2*= 2+0=2, у3*= 0+0=0.

Ответ: 
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3.3.вторая теорема двойственности
           Пусть имеется симметричная пара двойственных задач
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Теорема. Для того, чтобы допустимые решения X=(x1, x2, …, xn),               Y=( y1, y2, …, ym) являлись оптимальными решениями пары двойственных задач, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись следующие равенства:
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Иначе, если при подстановке оптимального решения в систему ограничений i-ое ограничение исходной задачи выполняется как строгое неравенство, то i-я координата оптимального решения двойственной задачи равна нулю, и, наоборот, если i-я координата оптимального решения двойственной задачи отлична от нуля, то i-ое ограничение исходной задачи удовлетворяется оптимальным решением как равенство.

Пример 5. Составить по общему правилу двойственную задачу к исходной задаче линейного программирования. Решить исходную задачу графическим методом. Найти оптимальное решение двойственной задачи с помощью канонической теоремы равновесия.
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Решение: Составим двойственную задачу:


[image: image276.wmf]4

,

1

,

0

,

30

5

4

2

,

6

2

2

min,

2

14

2

)

(

4

3

2

1

4

3

2

1

4

3

2

1

=

³

î

í

ì

³

-

+

+

-

³

+

+

-

-

®

+

+

-

-

=

j

y

y

y

y

y

y

y

y

y

y

y

y

y

Y

Z

j


Решим исходную задачу графическим методом. Каждое неравенство системы ограничений представляет собой некоторую полуплоскость с граничной прямой:
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L1: -2x1-x2= -2, следовательно х2=2-2х1     
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     L2: -x1+2x2= 4, следовательно 
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 L3: x1+4x2= 14, следовательно 
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L4: 2x1-5x2= 2, следовательно 
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L5: х1=0
L6: х2=0
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х2*=3, х1*=14 - 4х2*=2, следовательно 
[image: image283.wmf])
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Подставим оптимальное решение 
[image: image285.wmf])
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 в систему ограничений. Получим, что ограничения (1) и (4) выполняются как строгие неравенства:
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Согласно второй теоремы двойственности соответствующие координаты оптимального решения двойственной задачи к исходной равны нулю: у1*=у4*=0. Учитывая это, из системы ограничений двойственной задачи получим:
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Ответ: 
[image: image288.wmf])
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3.4.метод гомори решения задач целочисленного программирования

В общем случае задача целочисленного программирования формулируется следующим образом:
найти максимум или минимум  функции
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при условиях
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Согласно методу Гомори задача линейного программирования сначала решается симплексным методом без учета целочисленности переменных. Если оптимальное решение оказывается целочисленным, то решение задачи заканчивается. Если оптимальное решение нецелочисленное, то из системы ограничений выбирается уравнение, для которого дробная часть координаты оптимального решения имеет наибольшее значение, и на его основе составляется дополнительное ограничение. Дополнительное ограничение отсекает от области допустимых решений нецелочисленное оптимальное решение, но при этом сохраняет  целочисленные вершины этой области.
Пусть i–ое  ограничение задачи, находящееся в последней симплексной таблице, имеет вид:
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где xi – базисная переменная в уравнении;

      xij – коэффициенты при неизвестных (коэффициенты разложений векторов условий по базису опорного решения);

      xj – свободные переменные в системе уравнений;

      xi*  - правая часть уравнения (координата оптимального решения), которая является дробным числом.

Тогда дополнительное ограничение имеет вид:
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где  qi* - дробная часть xi*;

       qij – дробная часть xij.

Число [xi] называется целой частью числа xi, если оно наиболее близкое к нему целое и не превосходит xi.

Дробная часть qi числа xi находится как разность этого числа и его целой части:

qi= xi - [xi].                                                                                              (41)

Например, для числа 
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. Дробная часть числа всегда неотрицательна и меньше единицы.

В неравенство (6. 6) вводится дополнительная переменная хn+1, получается уравнение:
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В систему ограничений задачи это ограничение записывается в виде:
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После этого решение задачи продолжают двойственным симплексным методом или просто симплексным методом. Если получается целочисленное решение, то процесс решения заканчивается, в противном случае необходимо снова составить дополнительное ограничение.

Задача не имеет целочисленного решения, если оптимальное решение содержит координату с дробной частью и все коэффициенты соответствующего уравнения являются целыми.

Пример 6. Найти максимум целевой функции Z при заданной системе ограничений. Решить задачу аналитически и дать геометрическую иллюстрацию процесса решения.
Z=x1+2x2,

при ограничениях:
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 x1, x2 – целые числа.

Решение: Вводя дополнительные неотрицательные переменные x3 и x4 со знаком «+» соответственно в каждое неравенство системы ограничений, получим каноническую форму задачи:

Z=x1+2x2+0x3+0x4(max,
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 Среди векторов условий 
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 имеется два единичных вектора 
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, то есть существует начальное опорное решение 
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. Составим симплексную таблицу (табл. 10)
Таблица 10
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. Следовательно, для улучшения опорного решения вектор 
Ошибка! Объект не может быть создан из кодов полей редактирования. вводим в базис, тогда вектор 
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 (табл. 11)
Таблица 11
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Полученное решение 
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не является оптимальным. Вводим в базис вектор 
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так как [1]=1; 
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, то по первой строке таблицы составляем правильное отсечение:


[image: image361.wmf]1

4

7

1

8

1

0

8

3

)

1

1

(

4

3

1

-

³

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

-

х

х

х


или

[image: image362.wmf]4

3

8

7

8

3

4

3

³

+

х

х

.

Из таблицы для базисного вектора 
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так как [1]=1; 
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, то по второй строке таблицы составляем правильное отсечение:
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Так как оба ограничения имеют одинаковые справа дробные числа, то в систему ограничений исходной задачи возьмем любое из них, например
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Выразим это неравенство через переменные х1 и х2. Из системы ограничений имеем:
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Получим: 3( (7-3х1-х2)+7( (7-х1-3х2) ( 6
                  29-9х1-3х2+49-7х1-21х2 ( 6

или

                 2х1+3х2  ( 8.                                                                                      (*)

Присоединяем дополнительное ограничение (*) к ограничениям нецелочисленного оптимального плана и получим следующую задачу линейного программирования в канонической форме (в форме основной задачи):

z=x1+2x2 (max
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так как среди векторов 
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[image: image374.wmf])

8

,

7

,

7

,

0

,

0

(

1

=

Х

при Б1={
Ошибка! Объект не может быть создан из кодов полей редактирования., 
[image: image375.wmf]4

А

, 
[image: image376.wmf]5

А

} и 
[image: image377.wmf].

0

)

(

1

=

X

Z


Решаем систему симплексным методом и находим оптимальный план (табл. 12):
Таблица 12
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Из последней симплексной таблицы следует, что 
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 является оптимальным решением построенной задачи, так как все оценки векторов условий неотрицательные. Так как при этом решении переменные х1 и х2 имеют целые значения, то оно также является оптимальным решением исходной целочисленной задачи:
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дадим геометрическую интерпретацию решения задачи.

Запишем исходную задачу в стандартной форме:

Z=x1+2x2 (max,
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Область допустимых решений найдем используя систему ограничений:
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L1: 3x1+x2= 7, следовательно х2=7-3х1                                      
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     L2: x1+3x2= 7, следовательно 
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ОАВС – область допустимых решений (рис. 4). Максимальное значение целевая функция z  примет в точке 
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 не является оптимальным планом целочисленной задачи. Поэтому вводится дополнительное ограничение: 2х1+3х2 ≤ 8, которое представляет собой полуплоскость с граничной прямой:
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L5: 2х1+3х2 = 8, следовательно 
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Это дополнительное ограничение «отсекает» часть допустимой области с нецелочисленной вершиной В, не затрагивая целочисленных точек области.

Ответ: 
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4.транспортная задача линейного

программирования
4.1. математическая модель транспортной задачи

Однородный груз сосредоточен у m поставщиков в объемах а1, а2, …, аm. Данный груз необходимо доставить n потребителям в объемах b1, b2, …, bn. Известны 
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 - стоимости перевозки единицы груза от каждого    i-го поставщика каждому j-му потребителю. Требуется составить такой план перевозок, при котором запасы всех поставщиков вывозятся полностью, запросы всех потребителей удовлетворяются полностью и суммарные затраты на перевозку всех грузов минимальны. 
Исходные данные транспортной задачи записываются в таблице вида (табл. 13):

Таблица 13

	            bj
ai

	b1
	b2
	…
	bn

	a1
	c11
	c12
	…
	c1n

	a2
	c21
	c22
	…
	c2n

	…
	…
	…
	…
	…

	am
	cm1
	cm2
	…
	cmn


Переменными (неизвестными) транспортной задачи являются  
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 - объемы перевозок  от каждого    i-го поставщика каждому  j-му потребителю. Эти переменные могут быть записаны в виде матрицы перевозок:
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Математическая модель транспортной задачи в общем случае имеет вид:
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Новая целевая функция задачи (44) выражает требование обеспечить минимум суммарных затрат на перевозку всех грузов. Первая группа из m уравнений (45) описывает тот факт, что запасы всех m поставщиков вывозятся полностью. Вторая группа из n уравнений (46) выражает требование полностью удовлетворить запросы всех n потребителей. Неравенства (47) являются условиями неотрицательности всех переменных задачи. 

Таким образом, математическая формулировка транспортной задачи состоит в следующем: найти переменные задачи
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удовлетворяющие системе ограничений (45), (46), условиям не отрицательности (47) и обеспечивающие минимум целевой функции (35).

В рассмотренной модели транспортной задачи предполагается, что суммарные запасы поставщиков равны суммарным запросам потребителей, то есть
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такая задача называется задачей с правильным балансом, а ее модель закрытой. Если же это равенство не выполняется, то задача называется задачей с неправильным балансом, а ее модель открытой.

 Для того чтобы транспортная задача линейного программирования имела решение, необходимо и достаточно, чтобы суммарные запасы поставщиков равнялись суммарным запросам потребителей, то есть задача должна быть с правильным балансом.

4.2. опорное решение транспортной задачи

Опорным решением транспортной задачи называется любое допустимое решение, для которого векторы условий, соответствующие положительным координатам, линейно независимы.

Ввиду того, что ранг системы векторов условий транспортной задачи равен N=n+m-1, опорное решение не может иметь отличных от нуля координат больше, чем N.

Для проверки линейной независимости векторов условий, соответствующих координатам допустимого решения, используют циклы.
Циклом называется такая последовательность клеток таблицы транспортной задачи  (i1, j1), (i1, j2), (i2, j2), …, (ik, j1), в которой две и только две соседние клетки расположены в одной строке или столбце или столбце.
Системы векторов условий транспортной задачи линейно независима тогда и только тогда, когда из соответствующих им клеток таблицы нельзя образовать ни одного цикла. Следовательно, допустимое решение транспортной задачи 
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 является опорным только в том случае, когда из занятых им клеток таблицы нельзя образовать ни одного цикла.
Метод вычеркивания. Для проверки возможности образования цикла используется так называемый метод вычеркивания, который состоит в следующем.

Если в строке или столбце таблицы одна занятая клетка, то она не может входить в какой-либо цикл, так как цикл имеет две клетки в каждой строке или в столбце. Следовательно, можно вычеркнуть все столбцы, содержащие по одной занятой клетке, затем вычеркнуть все столбцы, содержащие по одной занятой клетке, далее вернуться к строкам и продолжить вычеркивание строк и столбцов. Если в результате вычеркиваний все строки и столбцы будут вычеркнуты, значит, из занятых клеток таблицы нельзя выделить часть, образующую цикл, и система соответствующих векторов условий является линейно независимой, а решение – опорным. Если же после вычеркиваний остается часть клеток, то эти клетки образуют цикл, система соответствующих векторов условий линейно зависима, а решение не является опорным.
Метод северо-западного угла. Согласно данному методу запасы очередного поставщика используются для обеспечения запросов очередных потребителей до тех пор, пока не будут исчерпаны полностью, после чего используются запасы следующего по номеру поставщика.
Заполнение таблицы транспортной задачи начинается с левого верхнего угла и состоит из ряда однотипных шагов. На каждом шаге, исходя из запасов очередного поставщика и запросов очередного потребителя, заполняется только одна клетка и соответственно исключается из рассмотрения один поставщик или потребитель. При этом нулевые перевозки принято заносить в таблицу только в том случае, когда они попадают в клетку (i, j), подлежащую заполнению, то есть в таблицу заносятся только базисные нули (0*), остальные клетки с нулевыми перевозками остаются пустыми.
Во избежание ошибок после построения начального опорного решения необходимо проверить, что число занятых клеток равно  m + n -1 и векторы условий соответствующие этим клеткам линейно независимы.
Необходимо иметь в виду, что метод северо-западного угла не учитывает стоимость перевозок, поэтому опорное решение, построенное по данному методу, может быть далеким от оптимального.

Метод минимальной стоимости. Данный метод позволяет построить опорное решение, которое достаточно близко к оптимальному, так как использует матрицу стоимостей транспортной задачи  
[image: image433.wmf](

)

n

j

m

i

с

С

ij

,

1

,

,

1

,

=

=

=

. Как и метод северо-западного угла, он состоит из ряда однотипных шагов, на каждом из которых заполняется только одна клетка таблицы, соответствующая минимальной стоимости 
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, и исключается из рассмотрения только одна строка (поставщик) или один столбец (потребитель). Очередную клетку, соответствующую 
[image: image435.wmf]{

}

ij

j

i

c

,

min

, заполняют по тем же правилам, что и в методе северо-западного угла. Поставщик исключается из рассмотрения, если его запасы заканчиваются. потребитель исключается из рассмотрения, если его запросы удовлетворены полностью. На каждом шаге исключается либо один поставщик, либо один потребитель. При этом, если поставщик еще не исключен, но его запасы равны нулю, то на этом шаге, когда от него требуется поставить груз, в соответствующую клетку таблицы заносится базисный нуль и лишь затем исключается из рассмотрения. Аналогично поступают с потребителем.
Переход от одного опорного решения к другому. В транспортной задаче переход от одного опорного решения к другому осуществляется с помощью цикла. Для некоторой свободной клетки таблицы строится цикл, содержащий часть клеток, занятых опорным решением. По этому циклу перераспределяются объемы перевозок (осуществляется сдвиг по циклу). Перевозка «загружается» в выбранную свободную клетку и освобождается одна из занятых клеток, получается новое опорное решение.

Если таблица транспортной задачи содержит опорное решение, то для любой свободной клетки таблицы существует единственный цикл, содержащий эту клетку и часть клеток, занятых опорным решением.

Для удобства вычислений вершины циклов нумеруют и отмечают нечетные знаком  «+», а четные знаком «-». Такой цикл называется означенным.
Сдвигом по циклу на величину ( называется увеличение объемов перевозок во всех нечетных клетках цикла, отмеченных знаком «+», и уменьшение объемов перевозок на ту же величину ( во всех четных клетках, отмеченных знаком «-».
4.3. метод потенциалов

Широко распространенным методом решения транспортных задач является метод потенциалов.

Если допустимое решение 
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 транспортной задачи является оптимальным, то существуют потенциалы (числа) поставщиков ui 
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[image: image438.wmf]n

j

,

1

=

, удовлетворяющие следующим условиям:
ui + vj = cij , при xij>0                                                                             (49)
ui + vj ≤ cij , при xij>0                                                                             (50)

Группа равенств (37) используются как система уравнений для нахождения потенциалов. Данная система уравнений имеет n+m неизвестных 
[image: image439.wmf]n

j

v

m

i

u

j

i

,

1

,

,

,

1

,

=

=

. Число уравнений системы, как и число отличных от нуля координат невырожденного опорного решения, равно m + n -1. Так как число неизвестных системы на единицу больше числа уравнений, то одной из них можно задать значение произвольно, а остальные найти из системы.
Группа неравенств (50) используется для проверки оптимальности опорного решения. Эти неравенства удобнее представить в следующем виде:
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Числа (ij  называются  оценками для свободных клеток таблицы (векторов условий) транспортной задачи.

Опорное решение является оптимальным, если для всех векторов условий (клеток таблицы) оценки положительные.

Оценки для свободных клеток транспортной таблицы используются при улучшении опорного решения. Для этого находят клетку (l, k) таблицы соответствующую 
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. Если (lk ≤0, то решение оптимальное, если же (lk>0, то для соответствующей клетки (l, k) строят цикл и улучшают решение, перераспределяя груз 
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 по этому циклу.
Особенности решения транспортных задач с неправильным балансом:

1. Если суммарные запасы поставщиков превосходят суммарные запросы потребителей, то есть
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то необходимо ввести фиктивного (n+1) – ого потребителя с запросами 
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 равными разности суммарных запасов поставщиков и запросов потребителей, и нулевыми стоимостями перевозок единиц груза сi (n+1)=0 для всех i.
2.  если суммарные запросы потребителей превосходят суммарные запасы поставщиков, то есть 
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то необходимо ввести фиктивного (m+1) –го поставщика с запасами 
[image: image446.wmf],

1

1

1

å

å

=

=

+

-

=

m

i

i

n

j

j

m

a

b

a

 равными разности суммарных запросов потребителей и запасов поставщиков, и нулевыми стоимостями перевозок единиц груза сj(m+1)=0 для всех j.
3.  При составлении начального опорного решения в последнюю очередь следует распределять запасы фиктивного поставщика и удовлетворять запросы фиктивного потребителя, несмотря на то, что им соответствует наименьшая стоимость перевозок, равная нулю.
Пример 7.  Решить транспортную задачу, исходные данные которой таковы (табл. 14):

Таблица 14

	      bj
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	200
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	400
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Решение: 1. проверяем  выполнение необходимого и достаточного условия разрешимости задачи. Находим суммарные запасы поставщиков и суммарные запросы потребителей:
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Задача с неправильным балансом. Вводим четвертого фиктивного поставщика с запасами а4=1100-1000=100 и нулевыми стоимостями перевозок единиц груза (табл. 15).

2. Находим начальное опорное решение методом минимальной стоимости (см. табл. 15):

Таблица 15

	      bj
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	200
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	400
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Сначала нагружаем клетку (1; 4), так как у нее наименьшая стоимость (с14=1), то есть х14=200. Следовательно, первая строка табл. 15 закрыта. Далее клетку (2; 1), так как с21=2, то есть х21=200. Следовательно, первый столбец закрыт. Затем клетки (2; 2), (3; 2), (3; 3), (3; 4), то есть х22=100, х32=100, х33=300, х34=100. В конце нагружаем клетку с нулевой стоимостью (4; 4), то есть х44=100. 
Полученное решение Х1 имеет m + n -1= 4 + 4 – 1=7 базисных переменных. Вычислим значение целевой функции на этом опорном решении:

Z(X1) = 1( 200+2( 200+3( 100+7( 100+9( 100+12(100+0( 100=5500

3. Для проверки оптимальности опорного решения необходимо найти потенциалы. По признаку оптимальности в каждой занятой опорным решением клетке задачи сумма потенциалов равна стоимости (формула (8.6)). Записываем систему уравнений для нахождения потенциалов:
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Система состоит из семи уравнений и имеет восемь переменных. Система неопределенная. Одному из потенциалов задаем значение произвольно, например, u3=0, так как чаще всех встречается в системе. Остальные потенциалы находятся однозначно:
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Значения потенциалов записываем в таблицу рядом с запасами или запросами соответствующих поставщиков и потребителей (табл. 16):
Таблица 16


                                          v1=6      v2=7       v3=9       v4=12
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u1=-11

               u2=-4
                             u3=0

                u4=-12

            4. проверяем опорное решение Х1 на оптимальность. С этой целью вычисляем оценки (ij для всех незаполненных клеток таблицы (для всех занятых клеток (ij=0):

(11=u1+v1-c11=-11+6-4= -9<0;
(13=u1+v3-c13=-11+9-2= -4<0;

(24=u2+v4-c24=-4+12-6= 2>0;

(41=u4+v1-c41=-12+6-0= -6<0;

(43=u4+v3-c43=-12+9-0= -3<0;

(12=u1+v2-c12=-11+7-3= -7<0;

(23=u2+v3-c23=-4+9-5= 0;

(31=u3+v1-c31=0+6-6= 0;

(42=u4+v2-c42=-12+7-0= -5<0.
Положительные оценки записываем в левые нижние углы соответствующих клеток таблицы, вместо отрицательных ставим знак «-».
Начальное опорное решение не является оптимальным, так как имеется положительная оценка (24=2.
5. Переходим к новому опорному решению. Для клетки (2; 4) с положительной оценкой строим цикл. Ставим в эту клетку знак «+», присоединяем ее к занятым клеткам и, применяя метод вычеркивания, находим цикл (2; 4), (3; 4), (3; 2), (2; 2) (табл. 16 – цикл изображен пунктиром). В угловых точках цикла расставляем поочередно знаки «+» и «-», начиная с «+» в клетке (2; 4). В клетки, отмеченные знаком «+», добавляется груз θ, а из клеток, отмеченных знаком «-», убавляется такой же по величине груз. Определяем величину груза θ, перераспределяемого по циклу. Она равна значению наименьшей из перевозок в клетках цикла, отмеченных знаком «-»:θ=min {100; 100}=100. Осуществляем сдвиг по циклу на величину θ=100. Получаем второе опорное решение  (табл. 17):

                                          v1=2      v2=3       v3=5       v4=6                   таблица 17
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                u1=-5
             u2=0
              u3=4
                 u4=-6


              6. Находим потенциалы занятых клеток (табл. 17):
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7. Вычисляем оценки свободных клеток:

(11=u1+v1-c11=-5+2-4= -7<0;            (34=u3+v4-c34=4+6-12= -2<0;

(12=u1+v2-c12=-5+3-3= -5<0;            (41=u4+v1-c41=-6+2-0 = -4<0;

(13=u1+v3-c13=-5+5-2= -2>0;            (42=u4+v2-c42=-6+3-0= -3<0;

(23=u2+v3-c23=0+5-5= 0;                 (43=u4+v3-c43=-6+5-0= -1<0.
(31=u3+v1-c31=4+2-6= 0;

Все оценки не положительные. Следовательно, решение является оптимальным. Вычисляем значение целевой функции на этом решение:

 Z(X2)= 1( 200(2(200+6(100+7(200+9(300+0(100=5230
Ответ: Zmin(X)=5200 при 
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задания для самостоятельной работы

Задание 1 решить задачу линейного программирования графическим методом:
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Задание 3 Решить задачу линейного программирования методом искусственного базиса.
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Задание 4  Составить по общему правилу двойственную задачу  к исходной задаче линейного программирования. Решить исходную задачу симплексным методом. Найти оптимальное решение двойственной задачи из первой и последней симплексной таблиц исходной задачи (с помощью векторной и матричной формул).
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Задание 5 Составить по общему правилу двойственную задачу к исходной ЗЛП. Решить исходную задачу графическим методом. 

Найти оптимальное решение двойственной задачи с помощью канонической теоремы равновесия.
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Задание 6 Найти максимум целевой функции Z при заданной системе ограничений. Решить задачу аналитически и дать геометрическую иллюстрацию процесса решения. Во всех задачах х1 ( 0, х2 ( 0, х1 и х2 – целые числа.
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Задание 7  Транспортная задача. На три базы А1, а2, А3 поступил однородный груз в следующем количестве: а1 тонн на базу А1, а2 тонн на базу А2 и а3 тонн на базу А3. Полученный груз требуется перевезти в пять пунктов потребления В1, В2, В3, В4, В5 в количествах: b1 в пункт В1, b2 в пункт В2, …, b5 в пункт В5. расстояние между пунктами поставки (базами) и пунктами назначения указаны в таблице (матрица расстояний):

	Пункты      поставки
	Пункты назначения

	
	В1
	В2
	В3
	В4
	В5

	А1
	d11
	d12
	d13
	d14
	d15

	А2
	d21
	d22
	d23
	d24
	d25

	А3
	d31
	d32
	d33
	d34
	d35


Стоимость перевозок пропорциональна количеству груза и расстоянию, на которое этот груз перевозится. Спланировать  перевозки так, чтобы их общая стоимость была минимальной.

Указание: ввиду пропорциональности затрат количеству груза и расстоянию для решения задачи достаточно минимизировать общий объем плана, выраженный в тонно-километрах.
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